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5. Torsione uniforme
• Posizione del problema

• Sezioni a simmetria polare

• Sezioni di forma qualsiasi, analogia idrodinamica

• Sezioni rettangolari sottili, sezioni rettificabili

• Sezioni sottili aperte

• Sezioni sottili chiuse: 
- Teoria approssimata di Bredt
- Formule di Bredt

• Esercizi (sito: E20, testo: §20.10-20.12)
Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

Lezione



5. Torsione uniforme: sezioni sottili chiuse
Sezioni sottili chiuse: Teoria approssimata di Bredt

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

Applicabilità: Sezioni chiuse di piccolo spessore (sezioni sottili 𝑠 ≪ 𝑎)

• La linea media 𝛾 descrive una o più curve chiuse (cicli)

• Il grado di connessione 𝑐 è definito come: 𝑐 = 𝑘 + 1, dove 𝑘 è il numero minimo di tagli, da 
effettuare sulla linea media, per rendere aperta la sezione

𝑐 = 2

Sezione biconnessa
𝑐 = 3

Sezione triconnessa
𝑐 = 4

Sezione 4-connessa

Numero di cicli= 𝑐 − 1
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Ipotesi (analogia idrodinamica)

Ipotesi 1: il vettore delle tensioni tangenziali 𝛕 è parallelo alla linea media 𝛾 e 
quindi perpendicolare alla corda

Ipotesi 2: il vettore delle tensioni tangenziali 𝛕 è orientato in modo da percorrere 
la linea media nel verso del momento torcente

Ipotesi 3: il vettore delle tensioni tangenziali 𝛕 è costante lungo la corda, il suo 
modulo dipende quindi dalla sola ascissa locale 𝑡:

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦

mis 𝛾: = 𝑎

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑎
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Formule di Bredt
1. Formula ‘0’. 
Flusso delle tensioni tangenziali 𝑞 𝐹𝐿ିଵ costante lungo la linea media

2. Formula di Bredt

3. Seconda formula di Bredt

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦

𝑞 = 𝜏 𝑡 s(𝑡)= 𝑐𝑜𝑠𝑡.௧

𝑞 = 𝜏 𝑡 s 𝑡 =
𝑀௧

2𝛺
𝜏 𝑡 =

𝑀௧

2𝛺s 𝑡

𝜏 𝑡 =
𝑞

s 𝑡

𝐼௧ =
4𝛺ଶ

∮ ௗ௧
௦(௧)ఊ

𝛩 =
𝑀௧

𝐺𝐼௧
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Dimostrazione 𝑞 = 𝑐𝑜𝑠𝑡.௧ Frontiera 𝒜∗ e normali uscenti 𝐧∗

div 𝛕 = 0, 𝑃 ∈ 𝒜 𝛕 ȉ 𝐧 = 0, 𝑃 ∈ 𝛤

𝜕𝒜∗ = 𝑐ଵ ∪  𝛤 ∪ 𝑐ଶ 

𝐧∗
↓ ↓ ↓ ↓

𝐦ଵ −𝐦ଶ𝐧

න div 𝛕
𝒜∗

𝑑𝐴 = 0 ර 𝛕 ȉ 𝐧∗𝑑𝑙
డ𝒜∗

= 0

න 𝛕 ȉ 𝐦ଵ𝑑𝑙
௖భ

+ න 𝛕 ȉ 𝐧𝑑𝑙
௰

+ න 𝛕 ȉ (−𝐦ଶ)𝑑𝑙
௖మ

= 0

Teorema della divergenza

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦 ⇒ 𝛕 ȉ 𝐦 = 𝜏 𝑡

Equazioni indefinite di equilibrio:
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𝜕𝒜∗ = 𝑐ଵ ∪  𝛤 ∪ 𝑐ଶ 

𝐧∗
↓ ↓ ↓ ↓

𝐦ଵ −𝐦ଶ𝐧

න div 𝛕
𝒜∗

𝑑𝐴 = 0 ර 𝛕 ȉ 𝐧∗𝑑𝑙
డ𝒜∗
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න 𝛕 ȉ 𝐦ଵ𝑑𝑙
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+ න 𝛕 ȉ 𝐧𝑑𝑙
௰
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Teorema della divergenza

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦 ⇒ 𝛕 ȉ 𝐦 = 𝜏 𝑡

Equazioni indefinite di equilibrio:
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න 𝛕 ȉ 𝐦ଵ𝑑𝑙
௖భ

+ න 𝛕 ȉ (−𝐦ଶ)𝑑𝑙
௖మ

= 0 න 𝜏 𝑡ଵ 𝑑𝑙
௖భ

− න 𝜏 𝑡ଶ 𝑑𝑙
௖మ

= 0

𝜏ଵ  න 𝑑𝑙
௖భ

− 𝜏ଶ න 𝑑𝑙
௖మ

= 0 𝜏ଵ𝑠ଵ − 𝜏ଶ𝑠ଶ = 0

𝜏 𝑡 𝑠 𝑡 = 𝑐𝑜𝑠𝑡.௧

Sezioni sottili chiuse: Teoria approssimata di Bredt
Dimostrazione 𝑞 = 𝑐𝑜𝑠𝑡௧ Frontiera 𝒜∗ e normali uscenti 𝐧∗

div 𝛕 = 0, 𝑃 ∈ 𝒜 𝛕 ȉ 𝐧 = 0, 𝑃 ∈ 𝛤

𝜕𝒜∗ = 𝑐ଵ ∪  𝛤 ∪ 𝑐ଶ 

𝐧∗
↓ ↓ ↓ ↓

𝐦ଵ −𝐦ଶ𝐧

Equazioni indefinite di equilibrio:

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦 ⇒ 𝛕 ȉ 𝐦 = 𝜏 𝑡

𝜏ଵ𝑠ଵ = 𝜏ଶ𝑠ଶ
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Dimostrazione della Formula di Bredt

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦 ⇒ 𝛕 ȉ 𝐦 = 𝜏 𝑡 𝑀௧ = න 𝜏௭௬𝑥 − 𝜏௭௫𝑦 𝑑𝐴
𝒜

Equivalenza statica fra momento torcente assegnato (𝑀௧) e tensioni tangenziali (𝛕)

d𝐟 = 𝛕 𝑡 𝑑𝐴

𝑑𝐴 = 𝑠 𝑡 𝑑𝑡

= 𝛕 𝑡 𝑠 𝑡 𝑑𝑡

d𝐟 = 𝛕 𝑡 𝑑𝐴 = 𝜏 𝑡 𝑠 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑞𝑑𝑡

≡
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Dimostrazione della Formula di Bredt

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦 ⇒ 𝛕 ȉ 𝐦 = 𝜏 𝑡 𝑀௧ = න 𝜏௭௬𝑥 − 𝜏௭௫𝑦 𝑑𝐴
𝒜

Equivalenza statica fra momento torcente assegnato (𝑀௧) e tensioni tangenziali (𝛕)

Polo generico 𝑂
Braccio forza interna d𝐟 rispetto a O: 𝑟(𝑡)

Momento forza interna d𝐟 rispetto a O: 𝑑𝑀௧

𝑑𝑀௧ = d𝐟 𝑟(𝑡) = 𝑞 𝑟 𝑡 𝑑𝑡 𝑑𝛺 =
1

2
𝑟 𝑡 𝑑𝑡

𝑟 𝑡 𝑑𝑡 = 2𝑑𝛺
𝑑𝑀௧ = 𝑞 2𝑑Ω

≡
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Dimostrazione della Formula di Bredt

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦 ⇒ 𝛕 ȉ 𝐦 = 𝜏 𝑡 𝑀௧ = න 𝜏௭௬𝑥 − 𝜏௭௫𝑦 𝑑𝐴
𝒜

Equivalenza statica fra momento torcente assegnato (𝑀௧) e tensioni tangenziali (𝛕)

Polo generico 𝑂
Equivalenza

𝑀௧ = ∑ 𝑑𝑀௧ = න 𝑑𝑀௧ = න 2𝑞 𝑑Ω = 2𝑞 න 𝑑Ω

𝑞 = 𝜏 𝑡 s 𝑡 =
𝑀௧

2𝛺
𝜏 𝑡 =

𝑀௧

2𝛺s 𝑡

= 2𝑞Ω 

≡
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Formule di Bredt
1. Formula ‘0’. 
Flusso delle tensioni tangenziali 𝑞 𝐹𝐿ିଵ costante lungo la linea media

2. Formula di Bredt

3. Seconda formula di Bredt

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦

𝑞 = 𝜏 𝑡 s(𝑡)= 𝑐𝑜𝑠𝑡.௧

𝑞 = 𝜏 𝑡 s 𝑡 =
𝑀௧

2𝛺
𝜏 𝑡 =

𝑀௧

2𝛺s 𝑡

𝜏 𝑡 =
𝑞

s 𝑡

𝐼௧ =
4𝛺ଶ

∮ ௗ௧
௦(௧)ఊ

𝛩 =
𝑀௧

𝐺𝐼௧
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Dimostrazione della Seconda Formula di Bredt

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦 ⇒ 𝛕 ȉ 𝐦 = 𝜏 𝑡

Teorema di Stokes

න rot 𝛕 ȉ 𝐤
ௌ

𝑑𝐴 = න 2𝐺𝛩𝑑𝐴
ௌ

rot 𝛕 = 2𝐺𝛩𝐤 rot 𝛕 ȉ 𝐤 = 2𝐺𝛩

= 2𝐺𝛩 න 𝑑𝐴 = 2𝐺𝛩𝛺
ௌ

න rot 𝛕 ȉ 𝐤
ௌ

𝑑𝐴 = ර 𝛕 ȉ 𝐦 𝑑𝑡 
ఊ

= ර 𝜏(𝑡)𝑑𝑡 
ఊ

= ර 𝜏 𝑡 𝑠(𝑡)
𝑑𝑡

𝑠(𝑡)
 

ఊ

= ර 𝑞
𝑑𝑡

𝑠(𝑡)
 

ఊ
= 𝑞 ර

𝑑𝑡

𝑠(𝑡)
 

ఊ

න rot 𝛕 ȉ 𝐤
ௌ

𝑑𝐴 = 2𝐺𝛩𝛺

න rot 𝛕 ȉ 𝐤
ௌ

𝑑𝐴 = 𝑞 ර
𝑑𝑡

𝑠(𝑡)
 

ఊ

Estensione del dominio di 
definizione di rot 𝛕 su 𝑆
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Dimostrazione della Seconda Formula di Bredt

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦 ⇒ 𝛕 ȉ 𝐦 = 𝜏 𝑡 rot 𝛕 = 2𝐺𝛩𝐤 rot 𝛕 ȉ 𝐤 = 2𝐺𝛩

න rot 𝛕 ȉ 𝐤
ௌ

𝑑𝐴 = 2𝐺𝛩𝛺

න rot 𝛕 ȉ 𝐤
ௌ

𝑑𝐴 = 𝑞 ර
𝑑𝑡

𝑠(𝑡)
 

ఊ

𝑞 ර
𝑑𝑡

𝑠(𝑡)
= 2𝐺𝛩𝛺

ఊ

𝑀௧

2𝛺
ර

𝑑𝑡

𝑠(𝑡)
= 2𝐺𝛩𝛺 

ఊ

Estensione del dominio di 
definizione di rot 𝛕 su 𝑆

𝑞 =
𝑀௧

2𝛺
 

(𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎 𝐵𝑟𝑒𝑑𝑡)
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Dimostrazione della Seconda Formula di Bredt

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦 ⇒ 𝛕 ȉ 𝐦 = 𝜏 𝑡 rot 𝛕 = 2𝐺𝛩𝐤 rot 𝛕 ȉ 𝐤 = 2𝐺𝛩

𝑀௧

2𝛺
ර

𝑑𝑡

𝑠(𝑡)
= 2𝐺𝛩𝛺 

ఊ

𝑀௧ = 𝐺𝛩
4𝛺ଶ

∮
𝑑𝑡

𝑠(𝑡)
 

ఊ

𝑀௧ = 𝐺𝛩𝐼௧ 𝐼௧ =
4𝛺ଶ

∮ ௗ௧
௦(௧)ఊ

Estensione del dominio di 
definizione di rot 𝛕 su 𝑆
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Seconda Formula di Bredt in sezioni a spessore costante: 𝒔 𝒕 = 𝒔

𝐼௧,஼ு =
4𝛺ଶ

∮ ௗ௧
௦(௧)ఊ

=
4𝛺ଶ

1
𝑠 ∮ 𝑑𝑡

ఊ

=
4𝛺ଶ

1
𝑠

𝑎
=

4𝛺ଶ𝑠

𝑎

Esempio

𝛺 =
3

4
𝑏ଶ

𝑎 = ර 𝑑𝑡 = 3𝑏
ఊ

𝐼௧,஼ு =
4𝛺ଶ𝑠

𝑎
= ଵ

ସ
𝑏ଷ𝑠
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Confronto fra sezioni aperte e chiuse
Considerazioni intuitive
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Video sezione aperta Video sezione chiusa
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Confronto fra sezioni aperte e chiuse
Inerzie torsionali a confronto

Teoria rettangoli sottili:
𝐼௧,஺௉ = 𝑏𝑠ଷ

Teoria di Bredt:
𝐼௧,஼ு = ଵ

ସ
𝑏ଷ𝑠

𝐼௧,஼ு ≫ 𝐼௧,஺௉
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𝐺𝐼௧          → Rigidezza torsionale 𝐹𝐿ଶ

Dati numerici:

𝑏 = 20 𝑚𝑚
𝑠 = 1 𝑚𝑚

𝐺 = 0.5 𝑘𝑁/𝑚𝑚ଶ

𝐼௧,஺௉ = 20 𝑚𝑚ସ

→
𝐼௧,஼ு = 2000 𝑚𝑚ସ

𝐺𝐼௧,஺௉ = 10 𝑘𝑁
→

𝐺𝐼௧,஼ு = 1000 𝑘𝑁
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Teoria rettangoli sottili: Teoria di Bredt:

𝜏௠௔௫
௔௣

≫ 𝜏௠௔௫
௖௛
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Prestazioni ottimali delle sezioni pluriconnesse a torsione
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Figura tratta da [Nunziante et al., 2010]


