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Parte IV - Il Problema di Saint Venant

 QObiettivi, Generalita

e 1. Forza normale centrata

e 2. Flessione retta (flessione uniforme retta)

* 3a. Flessione deviata (flessione uniforme deviata)
 3b. Tensoflessione

e 3c. Forza normale eccentrica

4. Flessione e taglio (flessione non uniforme)

5. Torsione uniforme

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, parte IV
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5. Torsione uniforme

* Posizione del problema
 Sezioni a simmetria polare
e Sezioni di forma qualsiasi, analogia idrodinamica
e Sezioni rettangolari sottili, sezioni rettificabili
e Sezioni sottili aperte
e Sezioni sottili chiuse:
- Teoria approssimata di Bredt

- Formule di Bredt

e Esercizi (sito: E20, testo: §20.10-20.12)

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20
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5. Torsione uniforme

 Posizione del problema |
* Sezioni a simmetria polare UOR wm b
e Sezioni di forma qualsiasi, analogia idrodinamica
e Sezioni rettangolari sottili, sezioni rettificabili
e Sezioni sottili aperte
e Sezioni sottili chiuse:
- Teoria approssimata di Bredt

- Formule di Bredt

e Esercizi (sito: E20, testo: §20.10-20.12)
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5. Torsione uniforme

 Posizione del problema
 Sezioni a simmetria polare UOR wm 3
- - (y

e Sezioni di forma qualsiasi, analogia idrodinamica
e Sezioni rettangolari sottili, sezioni rettificabili
e Sezioni sottili aperte
e Sezioni sottili chiuse:

- Teoria approssimata di Bredt

- Formule di Bredt

e Esercizi (sito: E20, testo: §20.10-20.12)
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5. Torsione uniforme

 Posizione del problema

* Sezioni a simmetria polare un ; ul V)

Uﬂf',
e Sezioni di forma qualsiasi, analogia idrodinamica
e Sezioni rettangolari sottili, sezioni rettificabili s ol | u
—— O

e Sezioni sottili aperte

e Sezioni sottili chiuse:
- Teoria approssimata di Bredt
- Formule di Bredt

e Esercizi (sito: E20, testo: §20.10-20.12)
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 Posizione del problema

 Sezioni a simmetria polare un ; wm &

Uﬂ[’
e Sezioni di forma qualsiasi, analogia idrodinamica
e Sezioni rettangolari sottili, sezioni rettificabili s ol | u
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e Sezioni sottili aperte

e Sezioni sottili chiuse:
- Teoria approssimata di Bredt
- Formule di Bredt

e Esercizi (sito: E20, testo: §20.10-20.12)
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 Posizione del problema

 Sezioni a simmetria polare um wm &

Uﬂ[’
e Sezioni di forma qualsiasi, analogia idrodinamica
e Sezioni rettangolari sottili, sezioni rettificabili s ol | u
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e Sezioni sottili aperte

e Sezioni sottili chiuse:
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5. Torsione uniforme

 Posizione del problema

 Sezioni a simmetria polare un ; wm &

Uﬂ[’
e Sezioni di forma qualsiasi, analogia idrodinamica
e Sezioni rettangolari sottili, sezioni rettificabili s ol | u
—— O

e Sezioni sottili aperte

e Sezioni sottili chiuse:
- Teoria approssimata di Bredt
- Formule di Bredt

* Esercizi (sito: E20, testo: §20.10-20.12)
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y SAPIENZA. Torsione uniforme: posizione del problema

N=T,=T,=0 M,=M,=0 M=),

0, =
T+ 0
M, - - ) M, _ _
<t —:Jr ————————— ; ) /j-; ——————— — /-—Z = - O 0 sz
4 z "/Iréy T(P)=|0 0 17,
‘y Txz Tyz 0 |

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20




) SAPIENZA 5. Torsione uniforme

0, =
T+ 0
‘ 0 O TZ.')C
M A /’,_/ [ 7__:5 M, T(P)=[0 0 1y
2 ¢ 'z (Pi'ru,y / Tyz Tyz O
y

Problema Saint Venant: equazioni indefinite di equilibrio

T = Tu(X,¥)i+ 1,,(x,y)j = cost,

. doy, .
divt = — s = [ divt=0 (campo soleinodale)
<
T n=0,P€eT ‘
Tln

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 21
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5. Torsione uniforme

Posizione del problema

Sezioni a simmetria polare

Sezioni di forma qualsiasi, analogia idrodinamica
Sezioni rettangolari sottili, sezioni rettificabili
Sezioni sottili aperte
Sezioni sottili chiuse:

- Teoria approssimata di Bredt

- Formule di Bredt

Esercizi (sito: E20, testo: §20.10-20.12)

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it
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: sezione circolare

Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20




& savenza - 5. Torsione uniforme: sezione circolare

Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)
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Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)

e Ipotesi 1. Le sezioni non si deformano e ruotano rigidamente intorno all’asse z

* Ipotesi 2. L’angolo di rotazione delle sezioni é una funzione lineare di z:
0(z) = 0Oz

®: angolo unitario di torsione [L‘l]

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20




= (x,¥,2)
Ug =0
Vg =0

0(z) =0z

Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)

uz%—@y (u = @ (u=—@zy
{v=%+9x :><v— :)<v=@zx
w =70

Oz

libro di testo, cap. 20
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w APENZA - 5 Torsione uniforme: sezione circolare

Sezione circolare: deformazioni

Equazioni implicite di congruenza (caso generale)
dv Jdw

ou ov ow _6u+6v _0u+6W = — 4
ex—a,ey—@ﬁz—g» ny_ay ox’ 7T 9z T ax’ 1P T oz dy

Sostituzione delle funzioni spostamento nelle equazioni implicite di congruenza

(uz—@zy gxz(),gyzo,&‘z:o,
_ =
1V = 0zx yxy — O, Vax = —@y’ )/Zyz Ox
w =0
* Tensore della deformazione nel punto P = (x,y)
0 0 -0y]
—0y Ox 0

libro di testo, cap. 20
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Sezione circolare: stato tensionale

&g OAPENZA - 5 Torsione uniforme: sezione circolare

 [egge di Hooke generalizzata (caso generale, problema di Saint Venant)

Ex = — =0y

gy_

14

1 1

e Sostituzione delle componenti di deformazione nella legge di Hooke

& = 0,6, =0,6, =0,

Vxy = 0, Vox= —0y, Vzy = Ox

1

EO-Z gZ:EO-Z yxy=0 sz:Esz sz:Esz

Oy =0y, =0, =0,Ty4y, =0

Tz = —GOY, T,,= GOX

* Tensore e rotore della tensione nel punto P = (x,y)

0
T(P)=| 0

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it

0
0

—GOy]
GOx

—GOy GOx 0

i j k
rott =|d/dx 0d/dy 0d/0z
Tyy T2y 0

= 2GOK

libro di testo, cap. 21



%2 SAPENZA 5 Torsione uniforme: sezione circolare

Sezione circolare: stato tensionale

 [egge di Hooke generalizzata (caso generale, problema di Saint Venant)
v v 1 1 1

Ex = — =0y gy—_EO-z gZ:EO-Z yxy=0 sz:Esz yzy:Esz

e Sostituzione delle componenti di deformazione nella legge di Hooke

€x=0,€y=0,82=0, Ux:Uy:Uz:O:TxyZO

Tz = —GOY, T,,= GOX

Vxy = 0, Vox= —0y, Vzy= Ox

* Tensore e rotore della tensione nel punto P = (x,y)

0 0 —GOy|
T(P)=| 0 0 GOx rottT = 2GOK
—GOy GOx 0

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 21
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Sezione circolare: calcolo del parametro 0

* Condizioni di equivalenza statica alle basi

M; = j (szx — szy)dA
A

* Sostituzione delle componenti di tensione

Tz = —GOY, T4, = GOx

* Rigidezza torsionale

M

¢ =
G,

ﬁMtzj

& Nz 5. Torsione uniforme: sezione circolare

P=(x,y)

GO(x? +y?)dA = G@j r2dA

A A
1
Mt — G@It It = IO = J TZdA = —T[R4
A 2
GI; — Rigidezza torsionale [FL?]
N
EA — Rigidezza assiale [F] (8 - ﬂ)
GA; — Rigidezza di taglio [F] M
El — Rigidezza flessionale [FL?] (X = E)

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20
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Sezione circolare: verifica della soluzione trovata

e Soluzione (le altre incognite sono nulle):
u=—0zy, Yzx = —GOY, Tzx = —00Y, O = %
v = Ozx Vzy= GOx Tzy= GOX Gl,
* Equazioni implicite di congruenza \Verificate v
* Equazioni di legame costitutivo Verificate v
* Equazioni indefinite di equilibrio
0t 0t
divt=—24+—2=0

T = Tu (X, ¥)i+ 1,,(x,y)j = cost, Verificata v
0x dy .
Verificata v

Condizioni al contorno sul mantello I’

T-n=0,P €l Verificate v
= 1gR*y
2

Condizioni al contorno sulle basi  verificate se © = Mt con I,
Gl

libro di testo, cap. 20
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: sezione circolare

Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)
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Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)
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Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)

e Ipotesi 1. Le sezioni non si deformano e ruotano rigidamente intorno all’asse z

* Ipotesi 2. L’angolo di rotazione delle sezioni é una funzione lineare di z:
0(z) = 0Oz

®: angolo unitario di torsione [L‘l]
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& savienza - 5 Torsione uniforme: sezione circolare

Sezione circolare: rappresentazione grafica dello stato tensionale

linea di flusso

*  Modulo del vettore T

Tz = —GOY, T,,= GOX

(r) = GOr =
M,
Tmax = T(R) I_R
t

e Linea di flusso per il campo t: curva caratterizzata dal fatto che in ogni suo
punto il vettore delle tensioni tangenziali risulta tangente ad essa

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20
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 Posizione del problema

 Sezioni a simmetria polare

O M,

 Sezioni di forma qualsiasi, analogia idrodinamica

e Sezioni rettangolari sottili, sezioni rettificabili
e Sezioni sottili aperte

e Sezioni sottili chiuse:
- Teoria approssimata di Bredt
- Formule di Bredt

* Esercizi (sito: E20, testo: §20.10-20.12)
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) SAPIENZA - 5 Torsione uniforme: sezione generica

Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)
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@ SAPIENZA - 5. Torsione uniforme: sezione generica

Sezione di forma generica

Ly—we __{ i
AT IR G

Yy

Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)

Video ingobbamento

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20




& \MENzy 5. Torsione uniforme: sezione generica

S ¥

Sezione di forma generica

ingobbamento

- /’ ] e -
. ,

Yy

Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)

Ipotesi 1. Le sezioni ruotano intorno all’asse z ma si deformano e non sono piu
piane: ingobbamento delle sezioni (la componente di spostamento w in generale
non e nulla)

Ipotesi 2. Le sezioni si ingobbano tutte allo stesso modo, la funzione
ingobbamento non dipende dall’ascissa z

NB. Le sezioni a simmetria polare hanno dunque ingobbamento nullo

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20
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Sezione di forma generica

ingobbamento

L /v ho——— & -
- ,

Yy

Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)

(u=—0(2)y (u=—0zy
{v=00)x = SV =02zx
W =w(x,y) W = 0¥ (x,y)

®: angolo unitario di torsione (costante) [L_l]
Y (x,y): funzione di ingobbamento |L?]

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20




&2 2tz 5. Torsione uniforme: sezione generica
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Sezione generica: deformazioni

* Equazioni implicite di congruenza (caso generale)
dv Jdw

ou ov ow _6u+6v _0u+6W = — 4
ex—a,ey—@ﬁz—g» ny_ay ox’ 7T 9z T ax’ 1P T oz dy

Sostituzione delle funzioni spostamento nelle equazioni implicite di congruenza

Ey = O,ey =0,e, =0,

u=—0zy
v o = oW oW
W= O¥@Y)  pay =0, Yux=0(5 =), Vay=0 (3% +x)

* Tensore della deformazione nel punto P = (x,y)

oY

0 0 3 Y
EP)=0| 0 0 g—§'+x
%—i’—y g—3+x 0

libro di testo, cap. 20
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a2 AN 5 Torsione uniforme: sezione generica

Sezione generica: stato tensionale

 [egge di Hooke generalizzata (caso generale, problema di Saint Venant)
v v 1 1 1

Ex = — 0z gy:_EO-z gZ:EO-Z Yxy =0 sz=Esz sz:Esz

e Sostituzione delle componenti di deformazione nella legge di Hooke

O =0y =0, =0,Tyy, =0
Ey = O,ey =0,¢, =0,

= . oW
0 0(5% — ) 0 (2 + = 00 (5 -7).
y=,)/=——y,)/=(—x)
xy zx = O\ax zv= 7 \ay T,y= GO (2% + x)
Tensore della tensione nel punto P = (x,y)
oy !
T(P)=Go| O 0 3—3 T X

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 21




Sezione generica: stato tensionale

a2 AN 5 Torsione uniforme: sezione generica

 [egge di Hooke generalizzata (caso generale, problema di Saint Venant)

V V 1 1

€&x = T 0z gy__EO-z gZ:EO-Z Yxy =0 sz=Esz sz:Esz

Sostituzione delle componenti di deformazione nella legge di Hooke

O =0y =0, =0,Tyy, =0

& = 0,6, =0,6, =0,

2 =60(%

Vxy = 0, Vax= Q(Z_?cl_y)’ Vzy= @(g_l;,-l_x)

),

T,y= GO (2% + x)

Rotore della tensione nel punto P = (x,y)

i j k

rott = |0/dx d8/dy 0/0z :G@(GZ‘P +1- 0% +1)k=20@k

dxdy B dyox

Tyx Tzy 0

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 21




Sezione generica: stato tensionale

a2 AN 5 Torsione uniforme: sezione generica

 [egge di Hooke generalizzata (caso generale, problema di Saint Venant)

V V 1 1

Ex = — L0z gy:_EO-z gZ:EO-Z Vay =0 sz=Esz sz:Esz

Sostituzione delle componenti di deformazione nella legge di Hooke

O =0y =0, =0,Tyy, =0

& = 0,6, =0,6, =0,

2 =60(%

Vxy = 0, Vax= Q(Z_?cl_y)’ Vzy= @(g_l;,-l_x)

),

T,y= GO (2% + x)

Rotore della tensione nel punto P = (x,y)

rott = 2GOkK

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 21
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5. Torsione uniforme: sezione generica

Sezione generica: calcolo della funzione ingobbamento ¥ (x, y)

* Equazioni indefinite di equilibrio

divt=0 =

=

0Ty, N 0T,y
d0x dy

=0

T =GO (55— ),
T,y= GO (2% + x)

Jdx2

42V =0PEA
y

e Condizioni al contorno sul mantello I’

T-n=0,P€erl =

a(Z-y)+p(L+x)=0PeT

e Problema con condizioni al contorno di Neumann

W40, PedA
2 2~ D
0x Oy = Determinazione di ¥ (x,y)
oW oW _ (Soluzione in forma chiusa ad es. per sezioni a
a(%-y)+p (3 +x)=0Per
(ax y ) b oy simmetria polare, ellittiche, triangolari isosceli

o equilatere, cfr. cap. 20)

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20




;: SAPIENZA - 5, Torsione uniforme: sezione generica

S ¥

Sezione generica: parametro O e inerzia torsionale [;
* Condizioni di equivalenza statica alle basi oW

T, = GO (W—y),
M, = jdq (szx - szy)dA Tzy= GO (2_:;1 + X)

* Sostituzione delle componenti di tensione

Mt:G@It It:jdq (x2+y2+g—l§:x+—x

* Rigidezza torsionale

O = % G, — Rigidezza torsionale [FL?]
GI;

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 21




) SAPIENZA - 5 Torsione uniforme: sezione generica

Sezione generica: verifica della soluzione trovata

e Soluzione (le altre incognite sono nulle):

u_=—@Zy, sz=@(g—q;—J’), TZx:G@(aa—lij—y), ( :%
\1/|]/_= %Zic,(x, y) Yzy=0 (aa—l;l + X) T,y= GO (g_‘;’ 4+ X) 0 Gl

* Equazioni implicite di congruenza \Verificate v

* Equazioni di legame costitutivo Verificate v

* Equazioni indefinite di equilibrio

d 0t
T = Tu (X, ¥)i+ 1,,(x,y)j = cost, Verificata v div T = ;xz + ayz =0
X y

Verificata se ¥ (x,y) é soluzione
del prob. di Neumann v

* Condizioni al contorno sul mantello I
T-n=0,P €l Verificata se ¥(x,y) é soluzione del prob. di Neumann v

e Condizioni al contorno sulle basi
. re _ My _ ow ow
Verificate se © = L conl, =1y + qu (@x + 55 )dA V

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20




) SAPIENZA - 5 Torsione uniforme: sezione generica

X 2 yz
Equazione della frontiera 0A: — + —

p q

|
p—

* Soluzione funzione ingobbamento:

Y(x,y) = kxy

2 2
p°—q
k=— <0
p? +q°

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20




SAPIENZA - 5§ Torsione uniforme: sezione generica

e Soluzione:

i i 2 M - 2M
Pdq - 2 M, Yy, T, = 2 M, - e — 2 12, pmin — 2 2,

Ir = Ip +k(1_v i 1\) =1

fmr X

Tinin

w negativo

¥ Q T}H(l.\‘

a)

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20




