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Parte IV - Il Problema di Saint Venant

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, parte IV

Lezione

• Obiettivi, Generalità
• 1. Forza normale centrata
• 2. Flessione retta (flessione uniforme retta)
• 3a. Flessione deviata (flessione uniforme deviata)
• 3b. Tensoflessione
• 3c. Forza normale eccentrica
• 4. Flessione e taglio (flessione non uniforme)
• 5. Torsione uniforme



4. Flessione e Taglio
• Posizione del problema
• Ipotesi sulla soluzione (tensioni)
• Tensioni normali
• Tensioni tangenziali
• Teoria approssimata di Jourawsky
• Esercizi (sito: E17-18, testo: §21.10-21.11)

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 17

Lezione



4. Flessione e Taglio

Posizione del problema

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 21

Ipotesi sulla soluzione (tensioni)

𝑇 𝑃 =

0 0 𝜏௭௫

0 0 𝜏௭௬

𝜏௫௭ 𝜏௬௭ 𝜎௭

𝛕 ≠ 𝟎

𝜎௭ ≠ 0



4. Flessione e Taglio

Modello 1D
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Tensioni normali 𝜎௭

⇒

𝑀௫(𝑧) = −𝑇௬𝑙 + 𝑇௬𝑧 𝜎௭ 𝑦, 𝑧 =
𝑀௫ 𝑧

𝐼௫
𝑦 = −

𝑇௬

𝐼௫
𝑦(𝑙 − 𝑧)

𝛕

⇒ 𝜎௭

Formula di Navier

𝜎௭ =
𝑀௫

𝐼௫
𝑦

𝑀௫(𝑧) = −𝑇௬𝑙 + 𝑇௬𝑧



4. Flessione e Taglio

Tensioni normali 𝜎௭
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Tensioni normali 𝜎௭: rappresentazione grafica 

𝜎௭ 𝑦, 𝑧 = −
𝑇௬

𝐼௫
𝑙 − 𝑧 𝑦

𝜕𝜎௭

𝜕𝑧
=

𝑇௬

𝐼௫
𝑦

𝜎௭ 𝑦, 0 = −
𝑇௬

𝐼௫
𝑙 𝑦 𝜎௭ 𝑦, 𝑙 = 0



4. Flessione e Taglio
Tensioni tangenziali 𝛕
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div 𝛕 = −
𝜕𝜎௭

𝜕𝑧
⇒ div 𝛕 = −

𝑇௬

𝐼௫
𝑦

𝛕 ȉ 𝐧 = 0, 𝑃 ∈ 𝛤

𝛕 ⊥ 𝐧

Problema Saint Venant: equazioni indefinite di equilibrio

𝛕 =  𝜏௭௫ 𝑥, 𝑦 𝐢 + 𝜏௭௬ 𝑥, 𝑦 𝐣 = 𝒄𝒐𝒔𝒕𝒛

⇒𝑐. 𝑐. 𝑠𝑢 𝛤



4. Flessione e Taglio
Tensioni tangenziali 𝛕: reciprocità delle tensioni tangenziali
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𝜏௭௬

𝜏௬௭

𝜏௬௭ = 𝜏௭௬

𝜏௭௬

𝜏௭௫

𝐦 ⊥ 𝐧 ⇒ 𝜏௠௡ = 𝜏௡௠

= 𝜏௫௭

= 𝜏௬௭



4. Flessione e Taglio
Tensioni tangenziali 𝛕: soluzione esatta

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 21

𝛕 ⊥ 𝐧

Tensioni tangenziali 𝛕: valor medio sulla corda

div 𝛕 = −
𝑇௬

𝐼௫
𝑦 𝛕 ȉ 𝐧 = 0, 𝑃 ∈ 𝛤

𝜏௠ =
1

𝑠
න 𝜏௭௬ 𝑑𝑥

௦/ଶ

ି௦/ଶ

𝑃ଵ𝑃ଶ = 𝑠



4. Flessione e Taglio: sezioni sottili
Tensioni tangenziali 𝛕 nei prismi di SV a sezione sottile
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Geometria: le sezioni di piccolo spessore sono figure piane descritte da un segmento 
(corda c) che si muove nel piano mantenendosi perpendicolare alla traiettoria 
descritta dal proprio punto medio (linea media 𝜸), la lunghezza della linea media 
risultando sempre molto maggiore della lunghezza della corda.



4. Flessione e Taglio: sezioni sottili
Tensioni tangenziali 𝛕 nei prismi di SV a sezione sottile

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 21

𝛾: linea media
𝑐: corda (segmento perpendicolare alla linea media)
𝑡: ascissa locale
m: versore perpendicolare alla corda e orientato concordemente all’ascissa locale
𝑠(𝑡) : lunghezza della corda detta spessore (costante o variabile con 𝑡)

𝑚𝑖𝑠 𝛾 ≔ 𝑎

𝑚𝑖𝑠 𝑐 ≔ 𝑠(𝑡)
𝑠 ≪ 𝑎 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑎

Geometria: le sezioni di piccolo spessore sono figure piane descritte da un segmento 
(corda c) che si muove nel piano mantenendosi perpendicolare alla traiettoria 
descritta dal proprio punto medio (linea media 𝜸), la lunghezza della linea media 
risultando sempre molto maggiore della lunghezza della corda.



4. Flessione e Taglio: sezioni sottili
Teoria approssimata di Jourawsky

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 21

Sezioni di piccolo spessore (sezioni sottili 𝑠 ≪ 𝑎): rappresentazione

𝑎 = 𝑏

𝑎 = 2𝑏 + ℎ



4. Flessione e Taglio: sezioni sottili
Teoria approssimata di Jourawsky
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Ipotesi

Ipotesi 2: il vettore delle tensioni tangenziali 𝛕 è costante lungo la corda, il suo 
modulo dipende quindi dalla sola ascissa locale 𝑡:

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦

Formula di Jourawsky: verso e modulo del vettore delle tensioni tangenziali è 
fornito dalla formula approssimata di Jourawsky

Ipotesi 1: il vettore delle tensioni tangenziali 𝛕 è parallelo alla linea media e 
quindi perpendicolare alla corda

𝛕 ∥ 𝐦



4. Flessione e Taglio: sezioni sottili
Formula di Jourawsky: taglio 𝑻𝒚

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦

𝜏 𝑡 = 𝛕 ȉ 𝐦 = −
𝑇௬ 𝑆௫

∗(𝑡)

𝐼௫ 𝑠(𝑡)

𝐦: versore uscente perpendicolare alla corda 𝑡: ascissa locale sulla linea media

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦: vettore delle tensioni tangenziali; concorde con 𝐦 se 𝜏 𝑡 > 0 [𝐹𝐿ିଶ]

𝑇௬: forza di taglio, positiva se concorde con l’asse locale 𝑦.                            [𝐹]

𝑆௫
∗: momento statico della porzione 𝒜∗ rispetto a 𝑥; positivo se 𝐺∗ è dalla parte 

delle 𝑦 positive [𝐿ଷ]

𝐼௫: momento d’inerzia della sezione rispetto all’asse locale 𝑥 (𝐼௫ > 0)    [𝐿ସ]

𝑠: lunghezza della corda 𝑐, spessore (𝑠 > 0)                                                       [𝐿]



4. Flessione e Taglio: sezioni sottili
Formula di Jourawsky: taglio 𝑻𝒙

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦

𝜏 𝑡 = 𝛕 ȉ 𝐦 = −
𝑇௫ 𝑆௬

∗(𝑡)

𝐼௬ 𝑠(𝑡)

𝐦: versore uscente perpendicolare alla corda 𝑡: ascissa locale sulla linea media

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦: vettore delle tensioni tangenziali; concorde con 𝐦 se 𝜏 𝑡 > 0 [𝐹𝐿ିଶ]

𝑇௫: forza di taglio, positiva se concorde con l’asse locale 𝑥.                            [𝐹]

𝑆௬
∗: momento statico della porzione 𝒜∗ rispetto a 𝑦; positivo se 𝐺∗ è dalla parte 

delle 𝑥 positive [𝐿ଷ]

𝐼௬: momento d’inerzia della sezione rispetto all’asse locale 𝑦 (𝐼௬ > 0)    [𝐿ସ]

𝑠: lunghezza della corda 𝑐, spessore (𝑠 > 0)                                                       [𝐿]



4. Flessione e Taglio: sezioni sottili
Formula di Jourawsky: taglio deviato 𝑻

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦

𝜏 𝑡 = 𝛕 ȉ 𝐦 = −
𝑇௫ 𝑆௬

∗(𝑡)

𝐼௬ 𝑠(𝑡)
−

𝑇௬ 𝑆௫
∗(𝑡)

𝐼௫ 𝑠(𝑡)

𝐦: versore uscente perpendicolare alla corda 𝑡: ascissa locale sulla linea media

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦: vettore delle tensioni tangenziali; concorde con 𝐦 se 𝜏 𝑡 > 0 [𝐹𝐿ିଶ]

𝑇௫ = 𝑇cos 𝛿,       𝑇௬ = 𝑇sin 𝛿



4. Flessione e Taglio: sezioni sottili
Sezioni rettangolare sottile

𝜏 𝑡 = 𝛕 ȉ 𝐦 = −
𝑇௬ 𝑆௫

∗(𝑡)

𝐼௫ 𝑠

 𝑆௫
∗ 𝑡 = 𝐴∗𝑑∗ =    𝑠 𝑡

ℎ

2
−

𝑡

2
 ⇒ 𝑆௫

∗ 𝑡 = −𝑠𝑡
ℎ

2
−

𝑡

2

𝐼௫ =
1

12
 sℎଷ

𝜏 𝑡 =
𝑇௬

𝐼௫
𝑡

ℎ

2
−

𝑡

2

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 21

−

𝜏௠௔௫ = 𝜏 ଵ
ଶ

௛ =
𝑇௬ℎଶ

8𝐼௫

𝜏 0 = 0

𝜏 ℎ = 0



4. Flessione e Taglio: sezioni sottili
Sezioni rettangolare sottile

𝜏 𝑡 =
𝑇௬

𝐼௫
𝑡

ℎ

2
−

𝑡

2

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 21

𝜏௠௔௫ =
𝑇௬ℎଶ

8𝐼௫

𝜏 0 = 0

𝜏 ℎ = 0

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦

Tensioni tangenziali: rappresentazione grafica



4. Flessione e Taglio: sezioni sottili
Osservazioni generali (testo § 21.4.4)
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4. Flessione e Taglio
• Posizione del problema
• Ipotesi sulla soluzione (tensioni)
• Tensioni normali
• Tensioni tangenziali
• Teoria approssimata di Jourawsky

- Dimostrazione della formula di Jourawsky
• Esercizi (sito: E17-18, testo: §21.10-21.11)
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Lezione



4. Flessione e Taglio: sezioni sottili
Formula di Jourawsky: taglio 𝑻𝒚

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦

𝜏 𝑡 = 𝛕 ȉ 𝐦 = −
𝑇௬ 𝑆௫

∗(𝑡)

𝐼௫ 𝑠(𝑡)

𝐦: versore uscente perpendicolare alla corda 𝑡: ascissa locale sulla linea media

𝛕 = 𝜏 𝑡 𝐦: vettore delle tensioni tangenziali; concorde con 𝐦 se 𝜏 𝑡 > 0 [𝐹𝐿ିଶ]

𝑇௬: forza di taglio, positiva se concorde con l’asse locale 𝑦.                            [𝐹]

𝑆௫
∗: momento statico della porzione 𝒜∗ rispetto a 𝑥; positivo se 𝐺∗ è dalla parte 

delle 𝑦 positive [𝐿ଷ]

𝐼௫: momento d’inerzia della sezione rispetto all’asse locale 𝑥 (𝐼௫ > 0)    [𝐿ସ]

𝑠: lunghezza della corda 𝑐, spessore (𝑠 > 0)                                                       [𝐿]

 𝑆௫
∗ 𝑡 = න 𝑦𝑑𝐴

𝒜∗



4. Flessione e Taglio
Dimostrazione della formula di Jourawsky
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A 0

l
G

x

yk

j

i
x

y

z

i j

A

A   l

A
n

n

Γ

Mantello 𝛤: versore normale uscente n Sezione generica 𝒜
𝑥, 𝑦 assi centrali principali d’inerzia

𝑡



4. Flessione e Taglio
Dimostrazione della formula di Jourawsky
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Frontiera: 𝜕𝒜∗ = 𝛤 ∪ 𝑐ଵଶ

Normali uscenti :   𝐧∗            𝐧         𝐦



4. Flessione e Taglio
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div 𝛕 = −
𝜕𝜎௭

𝜕𝑧
⇒ div 𝛕 = −

𝑇௬

𝐼௫
𝑦 𝛕 ȉ 𝐧 = 0, 𝑃 ∈ 𝛤

Dimostrazione della formula di Jourawsky

න div 𝛕 𝑑𝐴
𝒜∗

= න −
𝑇௬

𝐼௫
𝑦 𝑑𝐴

𝒜∗

න div 𝛕 𝑑𝐴
𝒜∗

= −
𝑇௬

𝐼௫
න 𝑦𝑑𝐴

𝒜∗

න div 𝛕 𝑑𝐴
𝒜∗

= −
𝑇௬

𝐼௫
𝑆௫

∗(𝑡)

Problema Saint Venant: equazioni indefinite di equilibrio

𝑡



4. Flessione e Taglio
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Dimostrazione della formula di Jourawsky

න div 𝛕 𝑑𝐴
𝒜∗

= −
𝑇௬

𝐼௫
𝑆௫

∗(𝑡)

න div 𝛕 𝑑𝐴
𝒜∗

= ර 𝛕 ȉ 𝐧∗𝑑𝑙
డ𝒜∗

න div 𝛕 𝑑𝐴
𝒜∗

= න 𝛕 ȉ 𝐦 𝑑𝑙
௖భమ

+ න 𝛕 ȉ 𝐧 𝑑𝑙
୻

𝛕 ȉ 𝐧 = 0, 𝑃 ∈ 𝛤

𝜏 𝑡 = 𝛕 ȉ 𝐦

න div 𝛕 𝑑𝐴
𝒜∗

= න 𝜏 𝑡 𝑑𝑙
௖భమ

= 𝜏 𝑡 න 𝑑𝑙
௖భమ

= 𝜏 𝑡 𝑚𝑖𝑠 𝑐ଵଶ = 𝜏 𝑡  𝑠 𝑡

𝜕𝒜∗ = 𝛤 ∪ 𝑐ଵଶ

𝐧∗            𝐧       𝐦

𝑡

𝑙



4. Flessione e Taglio
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Dimostrazione della formula di Jourawsky

න div 𝛕 𝑑𝐴
𝒜∗

= −
𝑇௬

𝐼௫
𝑆௫

∗(𝑡)

𝛕 ȉ 𝐧 = 0, 𝑃 ∈ 𝛤

𝜏 𝑡 = 𝛕 ȉ 𝐦

න div 𝛕 𝑑𝐴
𝒜∗

= 𝜏 𝑡  𝑠 𝑡

𝜏 𝑡 = 𝛕 ȉ 𝐦 = −
𝑇௬ 𝑆௫

∗(𝑡)

𝐼௫ 𝑠(𝑡)

𝜏 𝑡  𝑠 𝑡 = −
𝑇௬

𝐼௫
𝑆௫

∗(𝑡)

𝑡


