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Parte IV - Il Problema di Saint Venant

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, parte IV

Lezione

• Obiettivi, Generalità
• 1. Forza normale centrata
• 2. Flessione retta (flessione uniforme retta)
• 3a. Flessione deviata (flessione uniforme deviata)
• 3b. Tensoflessione
• 3c. Forza normale eccentrica
• 4. Flessione e taglio (flessione non uniforme)
• 5. Torsione uniforme



2. Flessione retta (flessione uniforme) 𝑀௫ (𝑜 𝑀௬)
• Posizione del problema
• Ipotesi sulla soluzione (tensioni)
• Formulazione analitica e soluzione
• Flessione retta 𝑴𝒚

• Esercizi (sito: E16, testo: §18.4-18.6)

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 17



2. Flessione retta 𝑀௫
Posizione del problema
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Ipotesi sulla soluzione (tensioni)

𝜎௭ 𝑃 = 𝑘𝑦

𝜏௭௬ 𝑃 = 𝜏௭௫ 𝑃 = 0

⇒ 𝑇 𝑃 =
0 0 0
0 0 0
0 0 𝑘𝑦

𝛕 = 𝟎

Asse momento

Piano della 
sollecitazione

Asse 
sollecitazione



2. Flessione retta 𝑀௫: formulazione analitica
INCOGNITE:
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Forma compatta
Forma scalare 
(sistema di riferimento locale)

Incognite cinematiche

𝐓 𝑃

Incognite statiche

𝐮 𝑃 , 𝐄 𝑃

Incognite cinematiche

Incognite statiche

𝑢 𝑃 ,  𝑣 𝑃 , 𝑤 𝑃

𝜀௫ 𝑃 , 𝜀௬ 𝑃 , 𝜀௭ 𝑃

𝛾௭௬ 𝑃 , 𝛾௭௫ 𝑃

𝜎௭(𝑦) = 𝑘𝑦

𝜏௭௬ 𝑃 = 0, 𝜏௭௫ 𝑃 = 0



1. Problema SV: formulazione analitica
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Equazioni implicite di congruenza

𝜀௫ =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝜀௬ =

𝜕𝑣

𝜕𝑦
, 𝜀௭ =

𝜕𝑤

𝜕𝑧
, 𝛾௫௬ =

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
,  𝛾௫௭ =

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
, 𝛾௬௭ =

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦
 + 𝑐. 𝑐.

Legge generalizzata di Hooke

𝜀௫ = −
𝜈

𝐸
𝜎௭

𝛾௬௭ =
1

𝐺
𝜏௭௬𝛾௭௫ =

1

𝐺
𝜏௭௫𝜀௬ = −

𝜈

𝐸
𝜎௭ 𝜀௭ =

1

𝐸
𝜎௭

Equazioni indefinite di equilibrio

𝛕 =  𝜏௭௫ 𝑥, 𝑦 𝐢 + 𝜏௭௬ 𝑥, 𝑦 𝐣 = 𝒄𝒐𝒔𝒕𝒛

div 𝛕 = −
𝜕𝜎௭

𝜕𝑧
, 𝑃 ∈ 𝒞

𝛕 ȉ 𝐧 = 0, 𝑃 ∈ 𝛤

𝑁 = න 𝜎௭𝑑𝐴
𝒜

𝑇௫ = න 𝜏௭௫𝑑𝐴
𝒜

𝑇௬ = න 𝜏௭௬𝑑𝐴
𝒜

𝑀௧ = න 𝜏௭௬𝑥 − 𝜏௭௫𝑦 𝑑𝐴
𝒜

𝑀௫ = න 𝜎௭𝑦𝑑𝐴
𝒜

𝑀௬ = − න 𝜎௭𝑥𝑑𝐴
𝒜

𝑃 ∈ 𝒜



2. Flessione retta 𝑀௫

Equazioni indefinite di equilibrio

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 18

Condizioni al contorno sul mantello

𝛕 = 𝟎

𝜎௭ = 𝑘𝑦
𝛕 = 𝒄𝒐𝒔𝒕𝒛

div 𝛕 = −
𝜕𝜎௭

𝜕𝑧

Verificato v

Soluzione ipotizzata
(tensioni)

Verificato v

𝛕 ȉ 𝐧 = 0, 𝑃 ∈ 𝛤 Verificato v



2. Flessione retta 𝑀௫

Equazioni di equivalenza statica
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𝑁 = න 𝜎௭𝑑𝐴
𝒜

𝑇௫ = න 𝜏௭௫𝑑𝐴
𝒜

𝑇௬ = න 𝜏௭௬𝑑𝐴
𝒜

𝑀௧ = න 𝜏௭௬𝑥 − 𝜏௭௫𝑦 𝑑𝐴
𝒜

𝑀௫ = න 𝜎௭𝑦𝑑𝐴
𝒜

= න 𝑘𝑦𝑑𝐴
𝒜

= 𝑘 න  𝑦𝑑𝐴 = 𝑘𝑆௫
𝒜

Verificato v

Verificato v Verificato v

= න 𝑘𝑦ଶ𝑑𝐴 =
𝒜

𝑘 න 𝑦ଶ𝑑𝐴 = 𝑘𝐼௫
𝒜

Verificato se 𝑘 =
ெೣ

ூೣ
v

𝑀௬ = න 𝜎௭𝑥𝑑𝐴
𝒜

= න 𝑘𝑥𝑦𝑑𝐴 =
𝒜

𝑘 න 𝑥𝑦𝑑𝐴 = 𝑘𝐼௫௬
𝒜

Verificato v

Verificato v 𝛕 = 𝟎

𝜎௭ =
𝑀௫

𝐼௫
𝑦

soluzione

𝛕 = 𝟎

𝜎௭ = 𝑘𝑦

Soluzione ipotizzata
(tensioni)

= 0

= 0 = 0

= 0

= 0



2. Flessione retta 𝑀௫

Legge generalizzata di Hooke

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 18

Equazioni implicite di congruenza

Verificate v

Verificate v

𝜀௫ = 𝜀௬ = −𝜈
𝑀௫

𝐸𝐼௫
𝑦 𝛾௭௫ = 0𝜀௭ =

𝑀௫

𝐸𝐼௫
𝑦 𝛾௭௬ = 0

𝑢 = −𝜈
𝑀௫

𝐸𝐼௫
𝑥𝑦 + ⋯ 𝑣 = −𝜈

𝑀௫

𝐸𝐼௫
𝑧ଶ + 𝜈 𝑦ଶ − 𝑥ଶ 𝑦 + ⋯ 𝑤 =

𝑀௫

𝐸𝐼௫
𝑦𝑧 + ⋯

𝛕 = 𝟎

𝜎௭ =
𝑀௫

𝐼௫
𝑦

soluzione



2. Flessione retta 𝑀௫

Soluzione in forma chiusa
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Spostamenti e deformazioni

𝑢 = −𝜈
𝑀௫

𝐸𝐼௫
𝑥𝑦 + ⋯ 𝑣 = −

𝑀௫

2𝐸𝐼௫
𝑧ଶ + 𝜈 𝑦ଶ − 𝑥ଶ 𝑦 + ⋯ 𝑤 =

𝑀௫

𝐸𝐼௫
𝑦𝑧 + ⋯

𝜀௫ = 𝜀௬ = −𝜈
𝑀௫

𝐸𝐼௫
𝑦 𝛾௭௫ = 0𝜀௭ =

𝑀௫

𝐸𝐼௫
𝑦 𝛾௭௬ = 0

𝜒௫ =
𝑀௫

𝐸𝐼௫

Rappresentazione grafica Deformazione della sezione



2. Flessione retta 𝑀௫

Soluzione in forma chiusa

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 18

Tensioni

𝜎௭ =
𝑀௫

𝐼௫
𝑦 𝜏௭௬ = 𝜏௭௫ = 0 𝑇 𝑃 =

0 0 0
0 0 0
0 0 ெೣ

ூೣ
௬

Formula di Navier

Rappresentazione grafica



2. Flessione retta 𝑀௫

Stato tensionale
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Asse neutro

𝜎௭ =
𝑀௫

𝐼௫
𝑦 𝜎௭ = 0   ⇒ 𝑦 = 0 

Asse 
sollecitazione

Asse neutro

Formula di Navier

𝐴 ≡ 0, −௛
ଶ

𝐵 ≡ 0, +௛
ଶ 𝜎஺ = −

𝑀௫

𝐼௫

ℎ

2
𝜎஻ = +

𝑀௫

𝐼௫

ℎ

2

L’asse neutro è 
perpendicolare 
all’asse di 
sollecitazione



2. Flessione retta 𝑀௫
Posizione del problema
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Soluzione (tensioni)

𝜎௭ 𝑃 =
𝑀௫

𝐼௫
𝑦

𝜏௭௬ 𝑃 = 𝜏௭௫ 𝑃 = 0

Asse momento

Piano della 
sollecitazione

Asse 
sollecitazione



2. Flessione retta 𝑀௫

Stato tensionale
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Asse neutro

𝜎௭ =
𝑀௫

𝐼௫
𝑦 𝜎௭ = 0   ⇒ 𝑦 = 0 

Formula di Navier



2. Flessione retta 𝑀௫

Stato tensionale
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Asse neutro

𝜎௭ =
𝑀௫

𝐼௫
𝑦 𝜎௭ = 0   ⇒ 𝑦 = 0 

Formula di Navier



2. Flessione retta 𝑀௬

Stato tensionale
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Asse neutro

𝜎௭ = −
𝑀௬

𝐼௬
𝑥 𝜎௭ = 0   ⇒ 𝑥 = 0 

Formula di Navier

L’asse neutro è 
perpendicolare 
all’asse di 
sollecitazione

Asse neutro



2. Flessione retta: Moduli di resistenza della sezione
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Flessione retta 𝑀௫

𝜎௠௔௫ =
𝑀௫

𝐼௫

ℎ

2
=

𝑀௫

2𝐼௫
ℎ

=
𝑀௫

𝑊௫

modulo di resistenza della sezione
nel piano 𝑧𝑦 𝐿ଷ𝑊௫ =

2𝐼௫

ℎ

𝜎௠௔௫ =
𝑀௫

𝑊௫

Sezione rettangolare

𝑊௫ =
1

6
𝑏ℎଶ



2. Flessione retta: Moduli di resistenza della sezione
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Flessione retta 𝑀௬

𝜎௠௔௫ =
𝑀௬

𝐼௬

𝑏

2
=

𝑀௬

2𝐼௬

𝑏

=
𝑀௬

𝑊௬

modulo di resistenza della sezione
nel piano 𝑧𝑥 𝐿ଷ𝑊௬ =

2𝐼௬

𝑏

𝜎௠௔௫ =
𝑀௬

𝑊௬

Sezione rettangolare

𝑊௬ =
1

6
ℎ𝑏ଶ


