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Lezione

3. Continuo 3D: legame costitutivo

* Obiettivi
* Materiali elastici lineari anisotropi e isotropi
* Fenomenologia e caratterizzazione sperimentale
- prova uniassiale
- prova a torsione
* Materiali elastici, lineari, isotropi: Legge di Hooke
generalizzata

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 15




3. Legame 3D: obiettivi

Stato deformativo in P

E(P) =

e(P)

Vxz

.

L
5Vzx

1
2Vzy

€z |

Stato tensionale in P

T(P) =




&P SAPIENZA 3. Legame 3D: elastico lineare
Stato deformativo in P Stato tensionale in P
£, - g, -
Ey o'y
O Uz
g(P) = Yy o(P) = Tey
yxz TXZ
_yyZ_ _TyZ_

Comportamento elastico: il materiale ritorna allo stato originale una volta
rimossa la causa che provoca la deformazione: non rimane memotria del

processo deformativo.

Comportamento elastico lineare: proporzionalita fra componenti di €(P) e
o(P)
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& SAPIENZA 3. Legame 3D: elastico lineare
Stato deformativo in P Stato tensionale in P
£, - g, -
Ey o'y
E, 0,
£(P) = Yxy o(P) = Txy
yxz TXZ
_yyZ_ _TyZ_

C: Matrice di rigidezza (simmetrica)
(6X6)
o(P) = C(P)e(P)
C;j = Cj;: moduli elastici (21) |FL™?]
da ricavare sperimentalmente
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3. Legame 3D: elastico lineare

Stato deformativo in P Stato tensionale in P
£ - g, -
Ey o'y
E, 0,
£(P) = Yxy o(P) = Txy
yxz TXZ
_yyZ_ _TyZ_

A: Matrice di flessibilita (simmetrica)
(6X6)
g(P) = C"H(P)a(P)
A;; = Aj;: coeff. Flessibilita (21) [0]
A(P) =CY(P) da ricavare sperimentalmente

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 15




@ SAPIENZA, . L egame 3D: Materiali isotropi e omogenei

Materiale isotropo: il materiale presenta lo stesso comportamento
meccanico indipendentemente dalla direzione: dei 21 moduli elastici solo
due sono indipendenti.

Materiale omogeneo: i moduli elastici sono uguali in ogni punto del continuo

a(P) = Ce(P) e(P) =C la(P)
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&2 >Ny 3. Legame 3D: materiali anisotropi

Legno (fibre naturali)

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 15



a7 oPENzy 3. Legame 3D: materiali anisotropi

UNIVERSITA DI ROMA

Compositi fibrorinforzati. Compositi in fibra di carbonio,

| compositi sono cosi chiamati in quanto sono costituiti da due o piu materiali: ad
esempio le fibre di carbonio e una matrice, in genere di resina, la cui funzione é
quella di tenere in posa le fibre.

Il materiale composito in fibre di carbonio risulta non omogeneo e presenta spesso
una spiccata anisotropia: le sue caratteristiche meccaniche presentano direzioni
privilegiate.
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A
sarienza 3. Legame 3D: materiale Elastico Lineare

Isotropo Omogeneo: fenomenologia

A% &
'*ru‘

Comportamento elastico: il materiale ritorna allo stato originale una volta
rimossa la causa che provoca la deformazione: non rimane memoria del

processo deformativo.

Comportamento elastico lineare: proporzionalita fra componenti di €(P) e
o(P)

Materiale isotropo: il materiale presenta lo stesso comportamento
meccanico indipendentemente dalla direzione: dei 21 moduli elastici solo

due sono indipendenti.

Materiale omogeneo: | moduli elastici sono uguali in ogni punto del continuo

o(P) = Ce(P) e(P) =Cla(P)
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) sarienza 3. Legame 3D: materiale Elastico Lineare
Isotropo Omogeneo: fenomenologia

Schema della prova sperimentale uniassiale (asse z)

=l _F
SZ —_ lO Z A
F gl . e
- — —f—;—?-}-b A X a,
&y J’—d—% ’ b - b()
L ‘ :;’—a,oﬁ‘ Ey =
L l, Y b,
[ #
OA
‘ 1
E, =—=0 £, = —VE — _

E =tana — Modulo di Young [FL™?]

‘$
‘$
*

N[ =

v — Modulo di Poisson [0] 0=V <
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sarienza 3. Legame 3D: materiale Elastico Lineare
Isotropo Omogeneo: fenomenologia

Schema della prova sperimentale uniassiale (asse z)

Materiali auxetici (ab&noic : aumento)

I lo k A CLO &

v — Modulo di Poisson [0] |V <0

Ex = TVez g, = —vE,
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, arienza 3. Legame 3D: materiale Elastico Lineare

Isotropo Omogeneo: fenomenologia

Schema della prova sperimentale uniassiale (asse z)

Materiali auxetici (ab&noic : aumento)

v <0
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savienza 3. Legame 3D: materiale Elastico Lineare

Isotropo Omogeneo. fenomenologla
Schema della prova sperimentale a torsione

_2M, T

G = tano
o
2 2
B 1 1
Vzx = Esz Vzy = Esz Yxy = ETxy

G =tana — Modulo dirigidezza tangenziale [FL™?]
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sarienza 3. Legame 3D: materiale Elastico Lineare

UNIVERSITA DI ROMA

Isotropo Omogeneo: parametri sperimentali

Parametri sperimentali caratteristici (2 soli indipendenti)

E =tana - Modulo di Young [FL™?]

G =tana - Modulo di rigidezza tangenziale [FL™?]

v — Modulo di Poisson [0]

__E
21 +v)

L—
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@ sapienza 3. Legame 3D: materiale Elastico Lineare

Isotropo Omogeneo: parametri sperimentali

Materiale o [ka/m3] E [GPa] v a [°C-1]

Acciaio strutturale 7860 200-210 0.3 1.17 - 10-5
Leghe di Alluminio 2600-2800 70-75 0.34 2.35-10-5
Rame 8900 120 0.36 1.69 - 10-5
Titanio 4700 110-120 0.34 0.90 - 10-°
Calcestruzzo 2400-2500 25-30 0.12 0.99 . 10-5
Muratura (mattoni pieni) 1800 30 0.60 - 10-5
Marmo 2700 55 1.08 - 10-°
Granito 2770 70 0.72 - 10>
Legno (lungo le fibre) 400-720 9-15 0.40 - 10-5
Gomma 900 <1 0.49 16.0 - 10-°
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) sarienza 3. Legame 3D: materiale Elastico Lineare

Isotropo Omogeneo: legge general. di Hooke

Legge generalizzata di Hooke: dilatazioni assiali

ZT? ZT .
o | P o

y oA d
1
Ex = —VE —
X z Ex = Eo-x
&y = 7Vé& £y = —V&
1
E, = EO'Z €z = —Vé&x
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Isotropo Omogeneo

Legge generalizzata di Hooke

i ]
Ex = 7|0x — v(ay + O'Z)_
£y = %:ay —v(o, + O'Z)_
. ]
€, = |07 — v(ax + ay)_
1 1

Yxy G Txy Vxz = E Txz

Forma compatta

e(P) = Aa(P) i
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0 0

0 0

0 0

0 0
2(1+v) 0

0 2(1+v) |
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@ sarienza 3. Legame 3D: materiale Elastico Lineare
Isotropo Omogeneo

Legge generalizzata di Hooke

Ey = %:ax — v(ay + az)] Vay = ¢ Txy
- 1

g, = %_O'y —v(ox +0,)| yu, = =T

e = Yoo = v(ox + )] 1a =51

Forma compatta

(1 v 0 0 0 |
-V 1 -V 0 0 0
A—l -V =V 1 0 0 0
e(P) =Aa(P) TE/0 0 0 21+v) 0 0
0 0 0 0 2(1+v) 0
0 0 0 0 0 2(1+v) |
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3. Continuo 3D: Problema elastico

* Obiettivi
* Posizione del problema
- Ipotesi del modello
- Dati del problema
- Incognite
 Formulazione analitica
e Esistenza della soluzione
 Metodi di soluzione
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g OAPIENZA 4. Problema elastico: obiettivi

Obiettivi: Assegnato un corpo continuo 3D soggetto ad azioni esterne
note, determinare, se esiste, la risposta strutturale in termini di

spostamenti, deformazioni e tensioni.

Azioni ey | Struttura mmmmp- | RiSposta

Esterne Strutturale
- forze esterne, - geometria, INCOGNITE
» cedimenti vincolari, » materiali costitutivi, - spostamenti: u(P)
etc. etc. deformazioni: E(P)

- tensioni: T(P)

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 16




4. Problema elastico: posizione del problema

Ipotesi del modello.

Ipotesi 1 (cinematica): ‘piccoli spostamenti’: VP € C, |u(P)| K1

Ipotesi 2 (statica): le equazioni cardinali della statica, sia a livello globale che
locale, s1 possono scrivere con riferimento alla configurazione iniziale

(indeformata) del corpo continuo.

Ipotesi 3 (materiale): si suppone che il materiale costitutivo abbia comportamento
ideale elastico lineare. Nel seguito, per semplicita, il materiale sara considerato
anche isotropo € omogeneo (2 soli moduli elastici indipendenti e costanti in ogni

punto del solido)

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 16




wd O\PIENZA 4 Problema elastico: posizione del problema

Dati del problema.

Azioni esterne.
* Forze esterne distribuite di volume e di superficie: b(P), f(P)

Schema statico
* Geometria del corpo continuo
* Disposizione/tipologia de1 vincoli

Materiale
e Moduli elastici E, G
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\ i . . .
Qg OAPIENZY 4. Problema elastico: posizione del problema

v,

Incognite del problema.

Incognite cinematiche Incognite statiche
-gx %Vyx %yzx Ox  Tyx  Tazx]
— — 0. T
E(P) — &j//?) Ey %yzy T(P) J}/)) y Zy
2 g, 7 Oz
u(P) ]
u(P) = |v(P)
w(P)]
9 funzioni scalari di tre variabili 6 funzioni scalari di tre variabili

15 funzioni scalar1 incognite

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 16




4 SAPIENZA A Problema elastico: formulazione analitica

Equazioni risolventi Cinematica: equazioni di congruenza
Incognite cinematiche Pu+ Vu’
E(P) = Pec
u(P), E(P) 2

u(P)=u PeSs,
Incognite statiche
T(P) Statica: equazioni indefinite di equilibrio
DivT'(P)+b(P)=0 PE€C
T(P)n=f£(P), PEeS

Materiale: equazioni legame costitutivo

e(P)=Aa(P)
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e SAPIENZA 4 Problema elastico: formulazione analitica (Scalare)
Equazioni risolventi Cinematica: equazioni di congruenza

Incognite cinematiche £, = 6_u g, = a_v g, = a_W Y. c
u(P), v(P), w(P) Ty o

_Ou v _Ou  ow _av_l_aw
Ex(P), Ey(P),EZ(P) yxy_@‘l'ar yxz_az-l'axr yyZ_aZ dy
Yy (P), Yyz(P), Vaz (P) Statica: equazioni indefinite di equilibrio

00,y O0Tyy 0Ty,

Incognite statiche Ox + 0y + 07 Tby =0
0, (P), 0y, (P), 0,(P) OTxy 4 aay, + 0Tys b =0 +oec
ox 0 0z Y o
Txy(P)a Tyz(P)a Tyz (P) o1 a,i_, 0o
XZ + yz + Z + bz — O
d0x dy 0z

Materiale: equazioni legame costitutivo

& = %:ax — v(ay + O'Z): Vay = ¢ Txy
1 ] 1
€&y = gl9y — V(Ux + Uz)_ Vxz = ET“
: : 1
1
€, = El0z — v(ax + Gy)_ Yyz ==



- SAPTENZA 4. Problema elastico: soluzione

Esistenza e unicita per sistemi determinati e iperstatici
(Kirchhoff)

Principio di sovrapposizione degli effetti

La soluzione del problema elastico relativa ad una qualsiasi
combinazione di azioni esterne agenti simultaneamente si ottiene
sovrapponendo le soluzioni relative alle singole azioni esterne pensate

agire separatamente

Strategie di soluzione

. Metodo degli spostamenti
. Metodo delle forze
. Metodi approssimati, soluzioni numeriche

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 16
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) (D SAPIENZA

1. CONFRONTO Cinematica del continuo 3D :

deformazione

Interpretazione meccanica delle misure di deformazione

Dilatazioni assiali &, €y, €y (variazioni di dimensione)
rappresentano le dilatazioni assiali delle fibre poste secondo le direzioni x,
y e z rispettivamente

Scorrimenti angolari ¥y, ¥ xz, ¥y (variazioni di forma)

rappresentano le variazioni angolari delle fibre disposte, prima della
deformazione, secondo le direzioni (x,v), (x,z) e (v, z), rispettivamente

E(P) =

2V xy

5Vxz

5Vyx

1
>Vyz

>Vzx
2Vzy
&

(uQ = up+Qdx + Edﬂ

zZA
i dz
i




1. Cinematica del continuo 3D : equazioni
implicite di congruenza

(N SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Forma compatta Cinematica: equazioni di congruenza
Incognite cinematiche Pu+ Vu’
E(P) = PecC
u(P), E(P) 2

u(P)=u PeSs,

Forma scalare

Incognite cinematiche Cinematica: equazioni di congruenza

u(P), v(P), w(P) e = g_“ _ g_y _ aa_W

&.(P), &,(P), €,(P

x( ) y( ) Z( ) _au ov _au ow _av_l_aw
)/xy(P)a Vyz(P)a sz(P) Vay = @-I_a' Vaz = 07 + ox’ Vyz = dz 0dy
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Ng OAPIENZA 9 Statica del continuo 3D: forze interne

Tensore della tensione secondo Cauchy

P=(xvy2)

T(P) = [t,(P) t,(P) ¢t,(P)]

I | O-x) O- ) O-Zl
Ox  Tyx Tzx d o; Tensioni normali
T(P) = |Txy Oy Tzy Txy = Tyx T;j Tensioni tangenziali
Ty, =T
Ixz Tyz O Xz Zx

Tyz = Tzy  Dim. fisiche[F L™%]
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g SAPIENZA 2 Statica del continuo 3D: Equazioni indefinite di equilibrio

Forma compatta Statica: equazioni indefinite di equilibrio
Incognite statiche
DivT"(P) + b(P) =0 PecC
T(P) =TT (P)
T(P)n = f(P), PeS
Forma scalare Staticaa: equaazioni inglefinite di equilibrio
& Tyx Tzx _
Incognite statiche Ox + dy + 0z T by =0
at,, do, 0t
P P P Y 4 2 —
0x(P), 0y, (P), 07(P) ox Yoy T oz +b, =0 +c.c

Txy(P) — Tyx(P)a Tyz(P) — sz(P),
Tyz(P) = T4 (P) dx dy 0z
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