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1. Geometria delle Aree

• Obiettivi
• Area e Momenti statici
• Centro di figura (baricentro)
• Momenti d’inerzia, tensore d’inerzia, momento polare 
• Assi e Momenti principali d’inerzia, raggi d’inerzia
• Formule di trasporto e rotazione
• Esercizi (Esercitazioni E08-E09; testo: §A.7-A.9)
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Lezione



1. Geometria delle aree
Obiettivi: definire le caratteristiche geometriche delle sezioni di trave
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1. Geometria delle aree

Area
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𝐴 = න 𝑑𝐴
𝒜

𝐴 = 𝐿ଶ

Additività

𝒜

𝒜 = 𝒜ଵ ∪ 𝒜ଶ ⇒ 𝐴 = 𝐴ଵ + 𝐴ଶ

𝒜 =  ራ 𝒜௜

௡

௜ୀଵ

⇒ 𝐴 =  ෍ 𝐴௜

௡

௜ୀଵ

𝐴 > 0



1. Geometria delle aree

Momento statico rispetto ad un asse (momento del I ordine)
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𝑆௫ = න 𝑦𝑑𝐴
𝒜

𝑆 = 𝐿ଷ

Additività

𝒜 = 𝒜ଵ ∪ 𝒜ଶ ⇒ 𝑆௫ = 𝑆௫
ଵ + 𝑆௫

ଶ

𝒜 =  ራ 𝒜௜

௡

௜ୀଵ

⇒ 𝑆௫ =  ෍ 𝑆௫
௜

௡

௜ୀଵ

𝑑𝑆௫ = 𝑦 𝑑𝐴

𝑑𝑆௬ = 𝑥 𝑑𝐴

𝑆௬ = න 𝑥𝑑𝐴
𝒜

𝒜

𝑆 ⋚ 0



1. Geometria delle aree

Momento statico rispetto ad un asse di simmetria, ad es. 𝒙
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𝑑𝑆௫ = 𝑦ത𝑑𝐴



1. Geometria delle aree

Momento statico rispetto ad un asse di simmetria, ad es. 𝒙
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𝑆௫ = න 𝑦𝑑𝐴
𝒜

𝑑𝑆௫ = 𝑦ത𝑑𝐴

𝑑𝑆௫ = −𝑦ത𝑑𝐴 𝑆௫ = 0

Osservazione 1
Se la figura piana 𝒜 è simmetrica, Il 
suo momento statico rispetto all’asse 
di simmetria è nullo

𝑆௫ = 0

𝑆௬ = 0

= 0



1. Geometria delle aree
Centro di figura 
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𝑥ீ =
∫ 𝑥𝑑𝐴

𝒜

∫ 𝑑𝐴
𝒜

𝑦ீ =
∫ 𝑦𝑑𝐴

𝒜

∫ 𝑑𝐴
𝒜

⇒ 𝑆௬ = 𝐴𝑥ீ

⇒ 𝑆௫ = 𝐴𝑦ீ

Assi centrali o baricentrici

𝑆௫ = 𝐴𝑦ீ

𝑆௬ = 𝐴𝑥ீ

Osservazione 2
Se un asse è centrale, il momento 
statico di 𝒜 rispetto a tale asse è nullo

Osservazione 3
Se un asse è di simmetria per 𝒜, tale 
asse passa per il baricentro: gli assi di 
simmetria sono anche centrali

= 0

= 0

=
𝑆௬

𝐴

=
𝑆௫

𝐴

𝑥ீ = 0
𝑦ீ = 0



1. Geometria delle aree
Esempio

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, App. A 

Assi centrali o baricentrici

𝑆௫ = 𝐴𝑦ீ = 0

𝑆௬ = 𝐴𝑥ீ = 0

Osservazione 2
Se un asse è centrale, il momento 
statico di 𝒜 rispetto a tale asse è nullo

Osservazione 3
Se un asse è di simmetria per 𝒜, tale 
asse passa per il baricentro: gli assi di 
simmetria sono anche centrali

𝑥ீ = 0

𝑦ீ = 0
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Momenti d’inerzia (momenti del II ordine)
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𝐼௫ = න 𝑦ଶ𝑑𝐴
𝒜

𝐼 = 𝐿ସ

Momento d’inerzia polare

𝑑𝐼௫ = 𝑦ଶ𝑑𝐴

𝑑𝐼௬ = 𝑥ଶ 𝑑𝐴

𝑑𝐼ை = 𝑟ଶ 𝑑𝐴 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ 𝑑𝐴

𝐼௬ = න 𝑥ଶ𝑑𝐴
𝒜

𝐼ை = 𝐼௥ = න 𝑟ଶ𝑑𝐴 = 𝐼௫ + 𝐼௬
𝒜

𝑑𝐼௫௬ = 𝑥𝑦𝑑𝐴

𝐼௫௬ = න 𝑥𝑦𝑑𝐴
𝒜

> 0

> 0

⋚ 0

Tensore d’inerzia

ℐ =

න 𝑦ଶ𝑑𝐴
𝒜

න 𝑥𝑦 𝑑𝐴
𝒜

න 𝑦𝑥 𝑑𝐴
𝒜

න 𝑥ଶ𝑑𝐴
𝒜

=
𝐼௫ 𝐼௫௬

𝐼௫௬ 𝐼௬

𝐼௫௬ = 𝐼௬௫
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Tensore d’inerzia
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Tensore principale d’inerzia

𝐼௫௬ ≠ 0

ℐ =
𝐼௫ 𝐼௫௬

𝐼௫௬ 𝐼௬

𝐼௫௬ = 0

ℐ =
𝐼௫ 0
0 𝐼௬

𝐼௫, 𝐼௬

Momenti principali d’inerzia:

Assi principali d’inerzia:

𝑥, 𝑦

Se 𝑶 ≡ 𝑮:

𝑥, 𝑦
Assi centrali 
principali d’inerzia



1. Geometria delle aree

Momenti e assi principali d’inerzia
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𝐼௫ = න 𝑦ଶ𝑑𝐴
𝒜 𝐼 = 𝐿ସ

Raggi principali d’inerzia

𝜌௫ =
𝐼௫

𝐴

𝐼௬ = න 𝑥ଶ𝑑𝐴
𝒜

𝐼௫௬ = න 𝑥𝑦𝑑𝐴
𝒜

= 0

> 0

> 0

Tensore principale d’inerzia

ℐ =
𝐼௫ 0
0 𝐼௬

𝜌௬ =
𝐼௬

𝐴
𝜌 = 𝐿



1. Geometria delle aree

Momenti e assi principali d’inerzia in figure con assi di simmetria
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𝐼௫ = න 𝑦ଶ𝑑𝐴
𝒜 𝐼 = 𝐿ସ

𝐼௬ = න 𝑥ଶ𝑑𝐴
𝒜

𝐼௫௬ = න 𝑥𝑦𝑑𝐴
𝒜

= 0

> 0

> 0

Osservazione 4
Se uno o entrambi gli assi 𝑥,𝑦 sono di 
simmetria per 𝒜, allora 𝑥 e 𝑦 sono 
principali d’inerzia.
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𝐼௫ᇱ = න 𝑦′ଶ𝑑𝐴
𝒜

𝑥ᇱ = 𝑥 + 𝑑௫

𝑦ᇱ = 𝑦 + 𝑑௬

= න 𝑦ଶ + 𝑑௬
ଶ + 2𝑦𝑑௬ 𝑑𝐴

𝒜

𝐼௫ᇱ = න 𝑦ଶ𝑑𝐴
𝒜

+ 𝑑௬
ଶ න 𝑑𝐴

𝒜

+ 2𝑑௬ න 𝑦 𝑑𝐴
𝒜

= 𝐼௫ + 𝑑௬
ଶ𝐴 + 2𝑑௬𝑆௫

𝐼௫ᇱ = 𝐼௫ + 𝑑௬
ଶ𝐴

Formule di trasporto (Huyghens)

Determinare 𝐼௫ᇱ, 𝐼௬ᇱ, 𝐼௫ᇱ௬ᇱ

in funzione di 𝐼௫, 𝐼௬, 𝐼௫௬

= න 𝑦 + 𝑑௬
ଶ

𝑑𝐴
𝒜



1. Geometria delle aree

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, App. A 

𝐼௫ᇱ = 𝐼௫ + 𝑑௬
ଶ𝐴

Formule di trasporto (Huyghens)

𝐼௬ᇱ = 𝐼௬ + 𝑑௫
ଶ𝐴

𝐼௫ᇱ = 𝐼௫௬ + 𝑑௫ 𝑑௬ 𝐴



1. Geometria delle aree
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𝐼క = 𝐼௫cosଶ𝜃 + 𝐼௬sinଶ𝜃 − 2𝐼௫௬cos𝜃sin𝜃

Formule di Rotazione

𝐼ఎ = 𝐼௫sinଶ𝜃 + 𝐼௬cosଶ𝜃 + 2𝐼௫௬cos𝜃sin𝜃

𝐼కఎ = 𝐼௫௬(cosଶ𝜃 − sinଶ𝜃) + (𝐼௫ − 𝐼௬)cos𝜃sin𝜃
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Rettangolo
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𝐼௫ =
1

12
𝑏ℎଷ

𝐼௫௬ = 0

𝐼௬ =
1

12
ℎ𝑏ଷ

Rettangolo sottile (𝒔 ≪ 𝒉)

𝐼௫ =
1

12
𝑠ℎଷ

𝐼௫௬ = 0

𝐼௬ =
1

12
ℎ𝑠ଷ ≅ 0
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Triangolo isoscele
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𝐼௫ =
1

36
𝑎ℎଷ

𝐼௫௬ = 0

𝐼௬ =
1

48
ℎ𝑎ଷ

Cerchio di raggio 𝑅

𝐼௫ = 𝐼௬ =
1

4
𝜋𝑅ସ

𝐼௫௬ = 0

𝐴 =
1

2
𝑎ℎ

𝑑 =
1

3
ℎ

𝐴 = 𝜋𝑅ଶ

𝐼௥ =
1

2
𝜋𝑅ସ


