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2.1 Parole chiave

Struttura portante: insieme degli elementi strutturali e dei vincoli: ha il compito

di rispondere alle azioni esterne in modo che la costruzione nel suo complesso possa
svolgere in modo adeguato le funzioni per le quali € stata realizzata

Costruzione Struttura portante

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, § 1 8
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(D SAPIENZA :
2.1 Parole chiave

Analisi strutturale: analisi e caratterizzazione della risposta strutturale cioé del
comportamento meccanico manifestato dalla struttura in risposta alle azioni esterne.

Azioni m—p- | Struttura —
Esterne

 forze esterne, « geometria,

* variazioni termiche, * materiali costitutivi,

» cedimenti vincolari, » condizioni di vincolo,

etc. etc.

Risposta
Strutturale

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it

INCOGNITE

* spostamenti,
deformazioni

* forze interne,
tensioni

libro di testo, § 1
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Modelli strutturali

e PARTE I - Corpo rigido
e PARTE Il — Trave elastica monodimensionale

e PARTE Il = Continuo tridimensionale
e PARTE IV - Cilindro di Saint Venant

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, Parte 111
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Modelli strutturali

e PARTE I - Corpo rigido
e PARTE Il — Trave elastica monodimensionale

e PARTE lll — Continuo tridimensionale
e PARTE IV - Cilindro di Saint Venant
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Lezione

Parte lll - Il modello di continuo deformabile 3D

* Definizioni, ipotesi
 Cinematica del continuo 3D
e Statica del del continuo 3D
 Materiale costitutivo

* Problema elastico

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, Parte 111
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&2 e [l modello di continuo deformabile 3D
Mezzo continuo deformabile: corpo 1deale esteso, continuo € deformabile.

Proprieta. 1. Esteso: Occupa una porzione finita dello spazio detta configurazione C. 2.

Continuo: La materia costitutiva occupa la porzione di spazio in modo continuo (cio€ senza
lasciare vuoti), di conseguenza ¢ possibile definire una corrispondenza biunivoca fra punti
materiali del corpo e punti geometrici dello spazio euclideo. 3. Deformabile: Il corpo (o
qualsiasi sua parte) puo cambiare forma e dimensioni: deformabilita sia a livello globale che
locale. Nel presente modello non sono consentiti lacerazione o compenetrazione di materia, ed
¢ assicurata la ‘permanenza della materia’ (requisisti di plausibilita fisica)

Configurazione: Requisiti di plausibilita fisica
C C’ non & ammessa
. L | }1)’ .
S = dC : frontiera C }JX » lacerazione
"B’ materia
S=5,U Sf 2
S, :frontiera vincolata P, on S ammessa
Sy . frontiera libera """ compenetrazione
P materia
_______ x E assicurata la
VAN permanenza della

materia
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1. Cinematica del continuo 3D

* Obiettivi

 Campo degli spostamenti

* Analisi della deformazione
- tensore della deformazione E(P)
- misure di deformazione

* Equazioni implicite di congruenza

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 13
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SAPIENZA 1 Cinematica del continuo 3D: obiettivi

Obiettivo 1. Definire un modello atto a caratterizzare i cambiamenti di configurazione (da C
a (") di un continuo tridimensionale

Obiettivo 2. Definire per il modello le grandezze atte a caratterizzare (misurare) i

cambiamenti di forma e/o dimensione a livello globale e locale manifestati dal continuo nel
passaggioda C a (’

C : configurazione
S = 0C : frontiera

CU
pr S=5,US
¢ Y S, :frontiera vincolata
Sy : frontiera libera
Trasporto f
C : configurazione iniziale fic>C

L’applicazione f é biunivoca e ammette un’unica

, . / H / - . . . - - - . ofe \
C’ : configurazione finale applicazione inversa continua (requisiti plausibilita)
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wg SAPIENZA 1. Cinematica del continuo 3D : spostamento

Vettore spostamento. Campo di spostamenti: Assegnato un punto P € C, si definisce

spostamento u(P) il vettore applicato PP’. Dimensioni fisiche [L], funzione vettoriale di punto
Il campo vettoriale definito dallo spostamento di tutti 1 punti caratterizza la deformata del
continuo

P=(xvy2)
u(P) — Vettore spostamento [L]
u(P)=u PeSs,

C’ U eventuali cedimenti vincolari assegnati

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 13
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W OAPIENZA 1. Cinematica del continuo 3D : spostamento

Vettore spostamento. Componenti scalari: Le componenti del vettore u(P) in un

assegnato sistema di riferimento hanno dimensioni fisiche [L] e sono funzioni scalari di tre
variabili.

p u(P) =up =u(P)i+v(P)j+w(P)k

u(x,v,7z) - componente x [L]
v(x,V,7Z) - componentey [L]

w(x,Vy,Z) - componente z [L]

-t

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 13
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Wy APIENZA 1. Cinematica del continuo 3D : spostamento
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Ipotesi 1: piccoli spostamenti
VPEeEC, |u(P)| KL £ dimensione caratteristica del corpo

Ipotesi 2: regolarita delle funzioni w(x, y, z), v(x,y,z), w(x,y, z)

u(P) =up =u(P)i+v(P)j+w(P)k

u(x,y,z) — componente x [L]

v(x,v,z) — componentey |L]
w(x,y,z) — componente z |L]

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 13
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&g ADENZA 1. Cinematica del continuo 3D : deformazione

Analisi della deformazione dell’intorno infinitesimo 7 di P

C}
C
I
-Z-}
7/ ’
Az
)330 Y

P=(xy2) L
dx
Q=(x+dx,y+dyz+dz) gy_— dy
dx = PQ = dxi + dyj + dzk dz]

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 13
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Wy APIENZA 1. Cinematica del continuo 3D : deformazione

Analisi della deformazione dell’intorno infinitesimo 7 di P

up =u(P)i+v(P)j+w(P)k
uy = u(Q)i+v(Q)j+w(Q)k

P=(xy2) L

dx
Q=(x+dx,y+dyz+dz) gy_— dy
dx = PQ = dxi + dyj + dzk dz]

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 13
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g SAPIENZA 1 Cinematica del continuo 3D : deformazione

Analisi della deformazione dell’intorno infinitesimo 7 di P

P=(xy2)
Q=(x+dx,y+dyz+dz)

dx = PQ = dxi + dyj + dzk

dx

h

dy

_dZ_

up =u(P)i+v(P)j+w(P)k
uy = u(Q)i+v(Q)j+w(Q)k

du = dui + dvj + dwk

du
du = ldv]

dw

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 13
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&g OAPIENZA 1. Cinematica del continuo 3D : deformazione

L,
B Sy L

Analisi della deformazione dell’intorno infinitesimo 7 di P

du = dui + dvj + dwk

du="dx+ Ly + 2%
”_axx Byy BZZ

v dv v
dv=—dx+—dy+—dz

 Ox 0y 0z
dw =" ax+ 2 ay+ 2 g
W_ax * dy Y 0z z

u(x,y,z) v(x,y,z)

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it W(X, Y, Z)
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&g OAPIENZA 1. Cinematica del continuo 3D : deformazione

Sy L2

Analisi della deformazione dell’intorno infinitesimo 7 di P

du = dui + dvj + dwk

0w du ou]
du ox 9y 0z _dx-
ov ov ov
dv| =\ 3, a.||ay
Ldw. ow ow ow||dz]
| 0x ay 0z |
N \2 ﬁ)
du = F(P)dx

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 13
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W oAPIENZA 1. Cinematica del continuo 3D : deformazione

2
L

Tensore gradiente dello spostamento F(P)

o R

dJu  oJu ou’
dx 0y 0z

_|ov odv odv| —
=3z 3 97 Vu(P)

ow Jdw oOw
| dx Ody 0z |

Ug = uP+F(P)dX

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 13
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&g APIENZA 1. Cinematica del continuo 3D : deformazione

Decomposizione del tensore F(P)

F—F' F+FT
F(P) = 5 + > = Q(P) + E(P)

F—FT_Vu—VuT
2 2

Q(P) = , QO € skw

F+F' Vu+Vu’
E(P) = = > , E € symm

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 13
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W oAPIENZA 1. Cinematica del continuo 3D : deformazione

Decomposizione dello spostamento

F(P) = Q(P) + E(P)

uy = up+F(P)dx

LuQ = upt+Q(P)dx + E(P)dx]

C

dx = PQ

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 13



http://www.pcasini.it/

Interpretazione del tensore emisimmetrico (2
tensore della rotazione rigida ()

1. Cinematica del continuo 3D : deformazione

)uQ = up+Qdx + Edﬂ

Cosa accade se E = 0?

LuQ = uP+deJ
dx = PQ
Q=-0f

se E = 0, ogni punto O
dell’intorno infinitesimo J
obbedisce alla FGSR con polo
di riduzione P. L'intorno 1 si
sposta come un elemento

rigido

FGSR in forma matriciale
u=ug+ Opx

x = 0P
P
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&g ADENZA 1. Cinematica del continuo 3D : deformazione

Interpretazione del tensore emisimmetrico ()
tensore della rotazione rigida ()

- ou_ov) 1fou_ow)]
T 2\ 0y oOx 2\ 0z oOx
Vu— Vu
1(ov ou I(ov ow
= = | | —==— 0 —| —=m— | = — T
Q(P) 2 2[5)6 6yj 2\ 0z Oy Q(P)
(v 3] ifom o 0
|2\ ox 0z 2\ 0y 0z |
C_fow_av 1[6&4}] 1o
T 2loy 6z) 208z ax ) ¢ 2\éx oy
[0 —, ©, |
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&7 OAPIENZA 1 Cinematica del continuo 3D : deformazione

N

ke L

Interpretazione del tensore simmetrico E
tensore della deformazione E

Solo se E(P) # 0, I'intorno 7 cambia forma e/o dimensione

= E(P)”

Eyx @%yzx . &; Dilatazioni assiali
1 1 Yxy = Vyx Yij Scorrimenti angolari
E(P) = |5Vxy Ey 5Vzy Yxz = Vzx
1 1 Yyz = Yzy Grandezze
jyxz §yyz € i adimensionali [0]
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&g APIENZA 1. Cinematica del continuo 3D : deformazione

Interpretazione meccanica delle componenti sulla diagonale
Dilatazioni assiali g;

—— -
- -
- ~

~
e ~
P y‘
/
, AN
’ \
/ \
/ \
/ \
y ! \
! \
! 1
1 ! .
! 1
O \ '
\ 1
\ 1
\ [ _ @ o ’
\ ’
P A X
Yy .
\\ //
~ P
\\ -~
~ _-

~
~ -
S~ -

P=(xv2)
A= (x+dx,y,z)

PA = dxi fibra parallela all’asse x



W APIENZA 1. Cinematica del continuo 3D : deformazione

Interpretazione meccanica delle componenti sulla diagonale
Dilatazioni assiali g;

—— -
- -
- ~

Y )
o
\ @ O -
g N i A L
‘ —dx ———
= du
P=xyz2) ds—dx =g, = —
A= (x+dx,y,z) dx 0x
PA = dxi fibra parallela all’asse x Variazione percentuale di

lunghezza della fibra: €,



SAPIENZA 1. Cinematica del continuo 3D : deformazione

Interpretazione meccanica delle componenti fuori diagonale
Scorrimenti angolari y;;

—— -
- -
- ~

Y
2 T8
o dy
\\\ %
' f— .Tl ————
Y \ f ~

~
~ -
S~ -

P=(xy2)
A= (x+dx,y,z)
B=((xy+dyz)

PB = dyj fibra parallela all'asse y



) DAPIENZA 1 Cinematica del continuo 3D : deformazione

L
Interpretazione meccanica delle componenti fuori diagonale

UNIVERSITA DI ROMA

Scorrimenti angolari y;;

z
o |
P=(xy2)
A= (x+dx,y,z)
B=(xy+dyz) Variazione dell’angolo fra due
fibre parallele agli assi x e y

PB = dyj fibra parallela all'asse y
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Interpretazione meccanica delle misure di deformazione

Dilatazioni assiali &y, €y, € (variazioni di dimensione)
rappresentano le dilatazioni assiali delle fibre poste secondo le direzioni x,

y e z rispettivamente
Scorrimenti angolari ¥y, ¥ xz, Vyz (variazioni di forma)

rappresentano le variazioni angolari delle fibre disposte, prima della
deformazione, secondo le direzioni (x,y), (x,z,) e (y, z), rispettivamente

y "ug = up+Qdx + Edx

1 1., 1 A
Ex Eyyx EVZX d > @
_ |z 1 |
E(P) = |3Vey & V2 .
1 1 /// y |
5Vxz 3Vyz €z 2 de / dz(1+¢.)
. d?j u, ¥ //A%z
</



Wy SAPIENZA 1. Cinematica del continuo 3D : deformazione

Tensore della deformazione
E(P) — dipende solo dal posto P
E(P) € symm — e simmetrico: E(P) = ET(P)

Essendo E;; = Ej;, le componenti indipendenti sono 6 e sono funzioni
scalari di tre variabili (grandezze adimensionali, [E;;] = [0])

Ruotando il sistema di riferimento cambiano anche le componenti del
tensore ma non variano le sequenti tre funzioni:

Ji =Tr(E) =¢, t¢,t¢g,

1 2 ..
Jo = ex&y + EyE, + €48, — Z()/xy + Vyz + Vaz) — Invarianti della
J. = det(E) deformazione

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 13
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& SAPIENZA 1. Cinematica del continuo 3D : equazioni

implicite di congruenza

E(P)

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 13
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1. Cinematica del continuo 3D : equazioni
Qg OAPIENZA

5
e

% implicite di congruenza

Forma scalare

Forma compatta
Ju dv ow
E, = A ) Ey — A E; = IS
¥ ox’Y oy’ ? 0z Vu + Fu’
6u+6v au+aw E(P) = 2
)/xy — sz — ’
0y = 0x 0z~ 0x u(P) =u PES,
B dv N ow N
vz = 52" %y e

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 13
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@ SppiEN/A 1. Cinematica del continuo 3D : equazioni

Al

.3_-5__,_:.:3 UNIVERSITA DI ROMA i m p I i C ite d i CO n g ru e n Za

Forma compatta Cinematica: equazioni di congruenza
Incognite cinematiche Pu+ Vu’
E(P) = PecC
u(P), E(P) 2

u(P)=u P€S,

Forma scalare

Incognite cinematiche Cinematica: equazioni di congruenza

u(P), v(P), w(P) _Ou _ov _ow
T T 9y T 9z

&.(P), ,(P), ,(P

(P, &(P), &(P) _ow v _ou 0w _0v 0w

ny(P),Vyz(P),)/xz(P) ny—@‘kay sz—g‘ka, Vyz—az ay

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 13
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