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5. Torsione uniforme

 Posizione del problema
 Sezioni a simmetria polare

e Sezioni di forma qualsiasi, analogia idrodinamica

 Sezioni rettangolari sottili, sezioni rettificabili o -

e Sezioni sottili aperte

e Sezioni sottili chiuse:
- Teoria approssimata di Bredt
- Formule di Bredt

e Esercizi (sito: E20, testo: §20.10-20.12)
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g APIENZA 5. Torsione uniforme: sezioni sottili
Definizione

Geometria: le sezioni di piccolo spessore sono figure piane descritte da un segmento
(corda c) che si muove nel piano mantenendosi perpendicolare alla traiettoria

descritta dal proprio punto medio (linea media y), la lunghezza della linea media
risultando sempre molto maggiore della lunghezza della corda.

o
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=
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y: linea media
c: corda (segmento perpendicolare alla linea media)
t: ascissa locale
m: versore perpendicolare alla corda e orientato concordemente all’ascissa locale
s(t) : lunghezza della corda detta spessore (costante o variabile con t)
mis(y) == a

mis(c) = s(t)

=

sK<Ka 0<t<a
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SAPIENZA S Torsione uniforme: sezioni sottili aperte

Sezioni sottili aperte: geometria

* La linea media y non descrive curve chiuse (cicli): non sono presenti cavita (lacune)
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Sezioni sottili aperte composte (considerazioni intuitive)
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Sezioni sottili chiuse: Teoria approssimata di Bredt
Applicabilita: Sezioni chiuse di piccolo spessore (sezioni sottili s < a)

La linea media ¥ descrive una o piu curve chiuse (cicli)

Il grado di connessione c ¢ definito come: ¢ = k + 1, dove k ¢ il numero minimo di tagli, da
effettuare sulla linea media, per rendere aperta la sezione

c=2 c = =4
Sezione biconnessa Sezione triconnessa Sezione 4-connessa

Numero di cicli=c — 1
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Sezioni sottili chiuse: Teoria approssimata di Bredt
Ipotesi (analogia idrodinamica)

Ipotesi 1: 1l vettore delle tensioni tangenziali T ¢ parallelo alla linea media y e
quindi perpendicolare alla corda

Ipotesi 2: 1l vettore delle tensioni tangenziali T ¢ orientato in modo da percorrere
la linea media nel verso del momento torcente

Ipotesi 3: 1l vettore delle tensioni tangenziali T ¢ costante lungo la corda, 1l suo
modulo dipende quindi dalla sola ascissa locale t:

T=17(t)m

misy:=a

0<t<a
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Sezioni sottili chiuse: Teoria approssimata di Bredt
Formule di Bredt

1. Formula “0’.
Flusso delle tensioni tangenziali q [F L_l] costante lungo la linea media

q = t(t)s(t)= cost.; 7(t) = @
2. Formula di Bredt
= 1(t)s(t) = % __M
1= =20 ") = 3550

3. Seconda formula di Bredt

2
=t M
% s® Gly

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20




@ savienza 5. Torsione uniforme: sezioni sottili chiuse

Sezioni sottili chiuse: Teoria approssimata di Bredt

Dimostrazione q = cost.; Frontiera A" e normali uscenti n*
Equazioni indefinite di equilibrio: dA"=c, U TUcy
. 11!
divt=0,PeA T-n=0P€er n* m; n —Jinz

leorema della divergenza

jdivrdA:O —> T-n'dl=0 ——)
A *

0A*

jt-mldl+j t-ndl+j T (—m,)dl =0
C1 r c

2

Paolo Casini, Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20




@ savienza 5. Torsione uniforme: sezioni sottili chiuse

Sezioni sottili chiuse: Teoria approssimata di Bredt
Dimostrazione q = cost.; Frontiera A" e normali uscenti n*

Equazioni indefinite di equilibrio: dA"=c, U TUcy
U

leorema della divergenza

j divtdA=0 ——)
A *
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Sezioni sottili chiuse: Teoria approssimata di Bredt

Dimostrazione q = cost.; Frontiera A" e normali uscenti n*
Equazioni indefinite di equilibrio: dA"=c, U TUcy
. 11!
divt=0,PeA T-n=0P€er n* m; n —Jinz

jt-mldl+j T-(-my)dl=0 —) j T(tl)dl—j T(t)dl=0 —)

C1 Co C1 Co

Ty J dl — sz dl=0 > 715 — T35, =0 C—> | ©(t)s(t) = cost.;
C1 Co
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Sezioni sottili chiuse: Teoria approssimata di Bredt
Dimostrazione della Formula di Bredt

Equivalenza statica fra momento torcente assegnato (M;) e tensioni tangenziali (T)

t=7(t)m=>t-m = t(t) M, = j (T2yx — T4y )dA
A

o

7

dA = s(t)dt

df = T(t)dA = T(t)s(t)dt
df| = [¢(©)]dA = 7(B)s(D)dt = qdt

__P Q/ M <€ L? st Lt
a
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Sezioni sottili chiuse: Teoria approssimata di Bredt
Dimostrazione della Formula di Bredt

Equivalenza statica fra momento torcente assegnato (M;) e tensioni tangenziali (T)

t=7(t)m=>t-m = t(t) M, = j (T2yx — T4y )dA
A

Braccio forza interna df rispetto a O: r(t) .

Momento forza interna df rispetto a O: dM;
1
dM; = |df|r(t) = g r(t)dt d = Er(t)dt
r(t)dt = 2d1

dM, = q 2dQ
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Sezioni sottili chiuse: Teoria approssimata di Bredt

Dimostrazione della Formula di Bredt
Equivalenza statica fra momento torcente assegnato (M;) e tensioni tangenziali (T)

T=7(t)m=1-m=1(t)

Equivalenza .
Mt:Zth=j th=j 2qu=2qJ dQ = 2q(} T
M M, ---I(t)
=100 =35 w0 =g

libro di testo, cap. 20
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Sezioni sottili chiuse: Teoria approssimata di Bredt
Dimostrazione della Seconda Formula di Bredt

Tt=7(t)m=>71t-m = 7(t) rot T = 2GOk I:> rott-k =260

Estensione del dominio di
definizione dirottsu S

j rott-KkdA =j 2G0dA = 260] dA =260 ——) j rott-KdA =260}
S s S S
Teorema di Stokes

Lrott-de=7€yt-mdt=f T(t)dt=£ T(t)S(t)SC(l—z)=£ qsc(l—:)=q£ @

14

d
—> J rot‘t-de=q§ —
S y
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Sezioni sottili chiuse: Teoria approssimata di Bredt
Dimostrazione della Seconda Formula di Bredt

Tt=7(t)m=>71t-m = 7(t) rot T = 2GOk I:> rott-k =260

Estensione del dominio di
definizione dirottsu S

— N M
J rot t:kdA = 2660 Y
S dt (formula Bredt)
—> qf —— =2G0ON —>
y s(t)

j t1-kdA § at
rottT:- = _—
S 11, 5©®
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Sezioni sottili chiuse: Teoria approssimata di Bredt
Dimostrazione della Seconda Formula di Bredt

Tt=7(t)m=>71t-m = 7(t) rot T = 2GOk I:> rott-k =260

Estensione del dominio di
definizione dirottsu S

M dt 4()?
—tjé —— = 2660 — My =GO ——+
2 ), s(t) $
Yy s(t)
4.0)?
M, = GOI; |:> I, = ”
% 30
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Sezioni sottili chiuse: Teoria approssimata di Bredt
Seconda Formula di Bredt in sezioni a spessore costante: s(t) = s

, 4.0)? 4% 40% 403%s
t,CH — = = =
’ dt 1 1
Yy s@® Egﬁy dt s4 *
Esempio
; 0= ﬁbz
T4 40%s | |
It,CH = = Zb S
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Confronto fra sezioni aperte e chiuse
Considerazioni intuitive

Video sezione aperta Video sezione chiusa
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Confronto fra sezioni aperte e chiuse
Inerzie torsionali a confronto Gl — Rigidezza torsionale [FL?]

\
ot
%

Teoria rettangoli sottili: o~ Teoria di Bredt:
/ It ap = bs’ / It,cn = %bSS
b — b — b p S
It,cu > It ap
Dati numerici:
b =20mm Iy 4p = 20 mm* Gleap = 10 kN
s = 1mm - It cy = 2000 mm* ” Glycp = 1000 kN
G = 0.5 kN/mm? ’ '
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Teoria rettangoli sottili: Teoria di Bredt:
ap  _ é MI ap _ i Mt Tch — M @ch — Mr
"2 T Rs? 27 GRs® 27 Rs 27GR’s

ap ch
Tmax > Tmax
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5. Torsione uniforme

Prestazioni ottimali delle sezioni pluriconnesse a torsione

=

=

AETTEE)

Figura tratta da [Nunziante et al., 2010]
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