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Parte IV - Il Problema di Saint Venant

Paolo Casini,   Dipartimento di IngegneriaStrutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, parteIV

Å Obiettivi, Generalità
Å Forzanormalecentrata,Flessioneretta
Å Flessionedeviata,Forzanormaleeccentrica
Å Flessionee Taglio
Å TorsioneUniforme
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5. Torsione uniforme
Å Posizionedel problema

Å Sezioni a simmetria polare

Å Sezioni di forma qualsiasi, analogia idrodinamica

Å Sezioni rettangolari sottili, sezioni rettificabili

Å Sezioni sottili aperte

Å Sezioni sottili chiuse: 
- Teoria approssimata di Bredt
- Formule di Bredt

Å Esercizi(sito: E20, testo:Ϡ20.10-20.12)

Paolo Casini,   Dipartimento di IngegneriaStrutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

Lezione 21
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5. Torsione uniforme

Posizione del problema

Paolo Casini,   Dipartimento di IngegneriaStrutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

Ipotesi sulla soluzione (tensioni)

Ὕὖ

π π †
π π †

† † π

„ π
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5. Torsione uniforme
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Tensioni tangenziali 
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Problema Saint Venant: equazioni indefinite di equilibrio

(campo soleinodale)
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5. Torsione uniforme

Sezione circolare
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Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)
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5. Torsione uniforme

Sezione circolare
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Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)
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5. Torsione uniforme

Sezione circolare
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Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)

Å Ipotesi1. Lesezioninonsideformanoe ruotanorigidamenteintornoŀƭƭΩŀǎǎŜᾀ

Å Ipotesi2.[ΩŀƴƎƻƭƻdi rotazionedellesezioniè unafunzionelinearediᾀ:

—ᾀ Ὸᾀ

Ὸ: angolo unitario di torsione ὒ
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5. Torsione uniforme

Sezione circolare
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Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)

—ᾀ Ὸᾀ

ό ό —ώ
ὺ ὺ —ὼ

ᵼ ό —ᾀώ

ὺ —ᾀὼ
ύ π

ό π
ὺ π

ᵼ ό Ὸᾀώ
ὺ Ὸᾀὼ
ύ π

ὖḳ ὼȟώȟᾀ

ᾀ

Ὸᾀ
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5. Torsione uniforme

Sezione circolare: deformazioni
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‐ πȟ‐ πȟ‐ πȟ

‎ πȟ‎ Ὸώȟ‎ Ὸὼ

Å Equazioni implicite di congruenza (caso generale)

Å Sostituzione delle funzioni spostamento nelle equazioni implicite di congruenza

Å Tensore della deformazione nel punto ὖḳ ὼȟώ

Ὁὖ
π π Ὸώ
π π Ὸὼ
Ὸώ Ὸὼ π
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5. Torsione uniforme

Sezione circolare: stato tensionale
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‐ πȟ‐ πȟ‐ πȟ

‎ πȟ‎ Ὸώȟ‎ Ὸὼ

Å Legge di Hookegeneralizzata (caso generale, problema di Saint Venant)

Å Sostituzione delle componenti di deformazione nella legge di Hooke

‐
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Ὃ
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Ὃ
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Ὁ
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Ὁ
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„ „ „ πȟ† π

† ὋῸώȟ† ὋῸὼ

Å Tensore e rotore della tensione nel punto ὖḳ ὼȟώ

Ὕὖ
π π ὋῸώ
π π ὋῸὼ
ὋῸώ ὋῸὼ π

ÒÏÔ ςὋῸἳ

ἱ ἲ ἳ
‬Ⱦ‬ὼ‬Ⱦ‬ώ‬Ⱦ‬ᾀ
† † π
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5. Torsione uniforme

Sezione circolare: stato tensionale
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‐ πȟ‐ πȟ‐ πȟ

‎ πȟ‎ Ὸώȟ‎ Ὸὼ

Å Legge di Hookegeneralizzata (caso generale, problema di Saint Venant)

Å Sostituzione delle componenti di deformazione nella legge di Hooke
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Å Tensore e rotore della tensione nel punto ὖḳ ὼȟώ

Ὕὖ
π π ὋῸώ
π π ὋῸὼ
ὋῸώ ὋῸὼ π

ÒÏÔ ςὋῸἳ
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5. Torsione uniforme

Sezione circolare: calcolo del parametro Ὸ
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Å Condizioni di equivalenza statica alle basi

Å Sostituzione delle componenti di tensione

ᵼ† ὋῸώȟ† ὋῸὼ

Å Rigidezza torsionale

ὓ
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ὋὍ ᴼ Rigidezza torsionale Ὂὒ

Ὁὃ ᴼ Rigidezza assiale Ὂ

Ὃὃ ᴼ Rigidezza di taglio Ὂ

ὉὍ ᴼ Rigidezza flessionale Ὂὒ
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5. Torsione uniforme

Sezione circolare: verifica della soluzione trovata
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Å Soluzione (le altre incognite sono nulle):

Å Equazioni implicite di congruenza 

† ὋῸώȟ
† ὋῸὼ

ό Ὸᾀώȟ
ὺ Ὸᾀὼ

‎ ὋῸώȟ
‎ ὋῸὼ

Ὸ
ὓ

ὋὍ

Verificate v

Å Equazioni di legame costitutivoVerificate v

Å Equazioni indefinite di equilibrio

† ὼȟώἱ † ὼȟώἲ ╬▫▼◄◑ ÄÉÖ
‬†

‬ὼ

‬†

‬ώ
π

ɇἶ ȟὖᶰῲ

Verificata v

Verificata v

Å Condizioni al contorno sul mantello ῲ

Verificate v

Å Condizioni al contorno sulle basi Verificate se Ὸ con Ὅ “Ὑv
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5. Torsione uniforme

Sezione circolare: rappresentazione grafica dello stato tensionale
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Å Modulo del vettore 
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Å Linea di flusso per il campo : curva caratterizzata dal fatto che in ogni suo 
punto il vettore delle tensioni tangenziali risulta tangente ad essa
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5. Torsione uniforme
Å Posizionedel problema

Å Sezioni a simmetria polare

Å Sezioni di forma qualsiasi, analogia idrodinamica

Å Sezioni rettangolari sottili, sezioni rettificabili

Å Sezioni sottili aperte

Å Sezioni sottili chiuse: 
- Teoria approssimata di Bredt
- Formule di Bredt

Å Esercizi(sito: E20, testo:Ϡ20.10-20.12)
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Lezione 22
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5. Torsione uniforme

Sezione di forma generica
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Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)
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5. Torsione uniforme

Sezione di forma generica
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Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)

Video ingobbamento
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5. Torsione uniforme

Sezione di forma generica
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Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)

Ipotesi 1. Lesezioniruotano intornoŀƭƭΩŀǎǎŜᾀma si deformanoe non sonopiù
piane: ingobbamentodellesezioni(la componentedi spostamentoύin generale
nonènulla)

Ipotesi 2. Le sezioni si ingobbano tutte allo stesso modo, la funzione
ingobbamentonondipendeŘŀƭƭΩŀǎŎƛǎǎŀᾀ

NB. Lesezionia simmetriapolarehannodunqueingobbamentonullo
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5. Torsione uniforme

Sezione di forma generica
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Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)

—ᾀ Ὸᾀ

ό —ᾀώ

ὺ —ᾀὼ
ύ ύὼȟώ

ᵼ

ό Ὸᾀώ
ὺ Ὸᾀὼ
ύ Ὸ ὼȟώ

Ὸ: angolo unitario di torsione (costante) ὒ

 ὼȟώ: funzione di ingobbamento ὒ
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5. Torsione uniforme

Sezione generica: deformazioni
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‐ πȟ‐ πȟ‐ πȟ

‎ πȟ‎ Ὸ ώȟ‎ Ὸ ὼ

Å Equazioni implicite di congruenza (caso generale)

Å Sostituzione delle funzioni spostamento nelle equazioni implicite di congruenza

Å Tensore della deformazione nel punto ὖḳ ὼȟώ

Ὁὖ Ὸ

π π ώ

π π ὼ

ώ ὼ π

ό Ὸᾀώ
ὺ Ὸᾀὼ
ύ Ὸ ὼȟώ
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5. Torsione uniforme

Sezione generica: stato tensionale
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‐ πȟ‐ πȟ‐ πȟ

‎ πȟ‎ Ὸ ώȟ‎ Ὸ ὼ

Å Legge di Hookegeneralizzata (caso generale, problema di Saint Venant)

Å Sostituzione delle componenti di deformazione nella legge di Hooke
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Å Tensore della tensione nel punto ὖḳ ὼȟώ

Ὕὖ ὋῸ

π π ώ

π π ὼ

ώ ὼ π
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5. Torsione uniforme

Sezione generica: stato tensionale
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‐ πȟ‐ πȟ‐ πȟ

‎ πȟ‎ Ὸ ώȟ‎ Ὸ ὼ

Å Legge di Hookegeneralizzata (caso generale, problema di Saint Venant)

Å Sostituzione delle componenti di deformazione nella legge di Hooke
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Å Rotore della tensione nel punto ὖḳ ὼȟώ

ÒÏÔ ςὋῸἳ

ἱ ἲ ἳ
‬Ⱦ‬ὼ‬Ⱦ‬ώ‬Ⱦ‬ᾀ
† † π

ὋῸ ρ ρἳ
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5. Torsione uniforme

Sezione generica: stato tensionale
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‐ πȟ‐ πȟ‐ πȟ

‎ πȟ‎ Ὸ ώȟ‎ Ὸ ὼ

Å Legge di Hookegeneralizzata (caso generale, problema di Saint Venant)

Å Sostituzione delle componenti di deformazione nella legge di Hooke

‐
’

Ὁ
„ ‎

ρ

Ὃ
†‎

ρ

Ὃ
†‐

’

Ὁ
„ ‐

ρ

Ὁ
„ ‎ π

ᵼ

„ „ „ πȟ† π

† ὋῸ ώȟ

† ὋῸ ὼ

Å Rotore della tensione nel punto ὖḳ ὼȟώ
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5. Torsione uniforme

Sezione generica: calcolo della funzione ingobbamento  ὼȟώ
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Å Equazioni indefinite di equilibrio

Å Problema con condizioni al contorno di Neumann

ÄÉÖ π ᵼ
‬†

‬ὼ

‬†

‬ώ
π

† ὋῸ ώȟ

† ὋῸ ὼ

ᵼ πȟὖᶰꜝ

ɇἶ ȟὖᶰῲ

Å Condizioni al contorno sul mantello ῲ

ᵼ ‌ ώ ‍ ὼ πȟὖᶰῲ

πȟ ὖᶰꜝ

‌ ώ ‍ ὼ πȟὖᶰῲ

ᵼ Determinazione di  ὼȟώ

(Soluzione in forma chiusa ad es. per sezioni a 
simmetria polare, ellittiche, triangolari isosceli 
o equilatere, cfr. cap. 20)
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5. Torsione uniforme

Sezione generica: parametro Ὸe inerzia torsionale Ὅ
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Å Condizioni di equivalenza statica alle basi

Å Sostituzione delle componenti di tensione

Å Rigidezza torsionale

ὓ
ꜝ

† ὼ † ώὨὃ

ὓ
ꜝ

ὋῸ ὼ ὼ ώ ώ Ὠὃ

ὓ ὋῸὍ Ὅ
ꜝ

ὼ ώ ὼ ώὨὃ

Ὸ
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ὋὍ
ὋὍ ᴼ Rigidezza torsionale Ὂὒ

† ὋῸ ώȟ

† ὋῸ ὼ

ὋῸ
ꜝ

ὼ ώ ὼ ώὨὃ

Ὅ
ꜝ

ὼ ώὨὃ
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5. Torsione uniforme

Sezione generica: verifica della soluzione trovata
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Å Soluzione (le altre incognite sono nulle):

Å Equazioni implicite di congruenza 

† ὋῸ ώȟ

† ὋῸ ὼ

ό Ὸᾀώȟ
ὺ Ὸᾀὼȟ
ύ Ὸ ὼȟώ

‎ Ὸ ώȟ

‎ Ὸ ὼ
Ὸ

ὓ

ὋὍ

Verificate v

Å Equazioni di legame costitutivoVerificate v

Å Equazioni indefinite di equilibrio

† ὼȟώἱ † ὼȟώἲ ╬▫▼◄◑ ÄÉÖ
‬†

‬ὼ

‬†

‬ώ
π

ɇἶ ȟὖᶰῲ

Verificata v

Verificata se  ὼȟώ è soluzione 
del prob. di Neumann vÅ Condizioni al contorno sul mantello ῲ

Verificata se  ὼȟώ è soluzione del prob. di Neumann v

Å Condizioni al contorno sulle basi 
Verificate se Ὸ con Ὅ Ὅ ᷿ꜝ ὼ ώὨὃv
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5. Torsione uniforme

Esempio: sezione ellittica
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Å Soluzione funzione ingobbamento:

Equazione della frontiera ‬ :ꜝ ρ

 ὼȟώ Ὧὼώ

Ὧ
ὴ ή

ὴ ή
π
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