Il problema di Saint Venant

Lettura: E. Benvenuto, La Scienza delle Costruzioni e il suo sviluppo storico, Sansoni,
1981 -§12.1,12.5,12.6
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125 IL PROBLEMA DI SAINT-VENANT
E IL METODO SEMI-INVERSO

La soluzione offerta da Saint-Venant nella grande memoria del 1855 risponde
solo in parte alle pretese di Lamé poiché non ¢& del tutto generale ; ma vi risponde
ienamente pet quel che in realtd & utile alla tecnica. Anzi, in una nota all'intro-
duzione del trattato di Clebsch, Saint-Venant esporr chiaramente le ragioni
che rendono discutibile la rilevanza applicativa della soluzione generale al pro-
blema di Lamé: eccettuato il caso di un prisma immerso in un fluido, € sog-
getto petcid a pressione uniforme, & impossibile assegnare col dovuto rigore
Je forze distribuite sulle facce del prisma stesso: esse derivano, di norma, dal
contatto con altri corpi, ¢ dipendono quindi dallo stato delle loro superficie
e dalla natura dei materiali. Quel che pud essere effettivamente misurabile non
& la distribuzione puntuale ma Dentitd delle forze e dei momenti risultanti.

Il primo capitolo della memoria ™ introduce ai temi successivamente stu-
diati, enunciando il metodo misto o semi-inverso che Saint-Venant utilizza.
Si consideri un cilindro (o un prisma) generato da una supetficie A piana di
forma generica che si muova descrivendo con ogni suo punto una linea retta
perpendicolare alla superficie generatrice (fig. 12.5). La lunghezza 1 del cilindro
¢ molto maggiore delle massime dimensioni trasversali. Si suppongano nulle
le forze di volume e le forze agenti sulla superficie laterale del cilindro, il quale
pertanto potrd essere caricato o vincolato in corrispondenza delle basi.

Fig. 12.5.

Il materiale, omogeneo, si comporti secondo le leggi (11.18.13) dell’ela-
sticitd lineare e isotropa. Riferiamo il sistema a una terna di assi cartesiani orto-
gonali la cui origine & posta nel baricentro di una delle basi, e dove 'asse z
coincide con I’asse geometrico del cilindro mentre gli assi x e y sono princi-
pali di inerzia per la sezione trasversale.

A questo punto si pud formulare il problema dell’equilibtio elastico in
forma diretta: essendo assegnate le forze agenti sulle basi (ed eventualmente

12. A.).C de Saint-Venant: Mémoire sur la torsion des prismes, avec des
considerations sur leur flexion, ainsi que sur I’équilibre intérieur des solidés élastiques
en général, etdes formules pratiques pour le calcul de leur resistance a diverse efforts
s’exer¢ant simultanément. Mémoirs des Savants, vol XIV, 1855
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di ritenere assegnate a priori alcune sue propriet, sl da garantire alle soluzion;

che si otterranno un certo grado di generalitd?

Ebbene, la risposta & affermativa: si pud configurare un procedimento

semi-inverso nel quale alcune, ma non tutte, tra le proprietd della soluzione s0no
assunte a priori e, nello stesso tempo, alcune, ma non tutte, tra le propriety
delle sollecitazioni esterne sono lasciate a priori indeterminate. Tale proced;-
mento semi-inverso nella forma proposta da Saint-Venant & congegnato nei seguenti

termini. A priori sono assegnate:

determinare le compo!

(per le sollecitazioni esterne) (pet la soluzione)
1) leforze di volume identicamente nulle 1) oxx=0
2) le forze di supetficie, sulla supetficie laterale 2) oxy=10
del cilindro, identicamente nulle
3) Je caratteristiche di sollecitagione sulle basi 3) oyy=0
in tutti i punti del ci-
lindro

Le posizioni:
Oxx = Oxy = Oyy =— 0 (12.5.1)

possono essere illustrate intuitivamente; esse equivalgono all’ipotesi che tra
le fibre longitudinali del cilindro si esercitino azioni mutue soltanto nella dite-
zione delle fibre stesse (fig. 12.6).
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Sono invece affidate alla effettiva risoluzione del problema:

(per le sollecitazioni esterne)

& (per la soluzione)
la distribuzione delle forze sulle basi

. 1) le tre componenti
della tensione: oxz,
Oyz, Ozz,

2) lacompletadetermi-
nazione delle com-
ponenti di sposta-
mento

La trattazione svolta da Saint-Venant ha dimos
mento misto O Semi-inyerso & percortribile per intero
termini di spostamento %, sia in termini di tensione ™. Da] punto di vista appli-
cativo, i risultati che si ottengono riescono a inquadrare in una teoria unitaria
i diversi casi di sollecitazione che si incontran

. : _ : o nelle travi: la presso- o tenso-
flessione, il taglio, la totsione. Resta tuttavia da discuterne la validitd: infatti

non & spesso vero che le travi siano libere da forze sulla supetficie laterale, e
inoltre non & assicurato che la reale distribuzione delle forze sulle basi sia quella
« dedotta » al termine della risoluzione del problema di Saint-Venant.

trato che questo procedi-
e puo essere svolto sia in

126 IL POSTULATO DI SAINT-VENANT

Ma proseguiamo per ora la lettura della memortia Sur Ja torsion des prismes.
1l secondo capitolo occupa cinquantadue pagine ' e riassume la teoria gene-
rale dell’elasticitd, con I'analisi della deformazione, della tensione, e del legame

sia nel caso anisotropo, sia in quello isotropo, con ulteriori indicazioni sul cri-
terio di rottura per dilatazioni massime.

Nel terzo capitolo ** la difficoltd sopra accennata sui limiti applicativi del
metodo semi-inverso viene approfonditamente discussa. Cid da luogo all’intro-
duzione di un nuovo principio, il cosiddetto postulato di Saint-Venant, cui &
dedicato I'ultimo paragrafo . Su di esso Saint-Venant tornerd pid volte nel
corso della sua opera'®; ad esempio, in una nota al margine della Notice I che si

I3 La prima trattazione generale in tal senso si trova nel trattato di Clebsch (Theorie der Elasti-
citat der fester Korper, p. 73 ¢ segg., Lipsia, 1862); fu appunto Clebsch a denominare il problema del
cilindro elastico sollecitato sulle basi come das Saint-Venantsche Problem.

4 R, B. Baldacci, Su/l’integrazione diretta del problema di Saint-Venant in termini di tensioni, “Atti
Accad, Scienze”, 90, p. 604, Torino, 1955-56; cfr. anche: “Giorn, Genio Civile”, 95, p. 759, 1957,

15 A. Barré de Saint-Venant, cit.,, pp. 236-288.

16 Ibidem, pp. 288-299.

17 Ibidem, par. 33, pp. 297-299.

18 Cfr.: Résumé des Legons (...), par Navier (...). Troisidme édition avec des notes et des appendices
par M\Barré de Saint-Venant, pp. 40-42, Parigi, 1864; ¢ ancora: Théorie ds I’élasticité des corps solides de
Clebsch (...) avec des notes étendues de M. de Saint-Venant, pp. 174-177, Parigi, 1883,
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aggiunge al commento del Eéfumé .de'.r kf'o"l-‘l (...) di I‘}?"lcf, egli cosl lq espone.
« 1} modo di applicazione ¢ di ripartizione delle forzed .rifl e lfam: estreme dej P’t'm;é
indifferente agli effetti sensibili prgdottl sul resto della loro l}lnghczza, di Sorty
che si pud sempre, entro sufficiente app.rossm.lamor.w, sostituire IF forze h
sono applicate, con forze staticamente e.quwale{:tt,. 0ssia dotate degli stess; " ¢
menti totali ¢ delle medesime risultanti, € dlstr;bmtc secondo la legge chco‘
imposta dalle formule della trazione, della flessione € della torsione, afﬁnch:
esse siano petfettamente esatte .

Nella Memoria Saint-Venant precisa che «occorre escludere soltanty ; o
molto prossimi a quelli s cui agiscono Je forze» 19 La stessa cosa pud essere detth
affermando Peffetto Jocale di un sistema di forze antoequilibrate distribuite gy Un:

piccola porzione del cilindro. Se infatti sulle basi operano delle forze f? ¢+ o
tali che (fig. 12.7): b
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Fig. 12.7.
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