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Parte I - Il modello di corpo rigido
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2. Statica del corpo rigido

Lezione 3

ÅDefinizioni, notazioni, limiti del
modello

ÅSistemidi corpi rigidi
ÅCinematicadel corporigido
ÅStaticadel corporigido
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Å Obiettivi
Å Modello delle forze esterne

- forza concentrata, momento di una forza
- sistemi di forze
- forze distribuite

Å I vincoli: prestazioni statiche
Å Equazionicardinalidellastatica
Å Il problemastatico
Å Classificazionestatica
Å Esercizi(sito: E04-E06, testo:Ϡ3.6-3.8)
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ῲ : forzeesterneattive

ῲ : forzeesternereattive

Obiettivo 1. Assegnato un sistema di corpi rigidi vincolato, definire il modello atto a 

caratterizzare le forze esterne agenti. Le forze esterne agenti sui corpi si suddividono in due 

classi: forze esterne attive e forze esterne reattive o vincolari. Le forze reattive, generalmente 

incognite a priori, sono quelle erogate dai vincoli in risposta alle forze attive 

Obiettivo 2. Definire le condizioni analitiche che devono rispettare le forze esterne (attive e 

reattive) affinch® la configurazione occupata dal sistema sia dôequilibrio .

Una configurazione ὅsi dice di 

equilibrio per un sistema se, 

ponendo il sistema in ὅcon atto 

di moto nullo, il sistema vi 

permane in quiete
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Forze concentrate

Sistemi di forze

Densità di forza, forze distribuite

F
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Forza concentrata ἐ

Momento di una forza rispetto ad un polo ╞, Ἑ╞

ί: rettaŘΩŀȊƛƻƴŜ
ὖ: puntodi applicazione
ἐȟὊ: moduloo intensità Ὂ

Dimensionifisiche Ὂ, unità di misuraN

ὖȟἐ

Ἑ ἛἜ ἐ
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Forza concentrata ἐ

Momento di una forza rispetto ad un polo ╞, Ἑ╞

ί: rettaŘΩŀȊƛƻƴŜ
ὖ: puntodi applicazione
ἐȟὊ: moduloo intensità Ὂ

Dimensionifisiche Ὂ, unità di misuraN

╟ȟἐ

Ἑ ἛἜ ἐ direzione: perpendicolareal piano ἐȟἛἜ

F

P

s

MO

F

O

P ®

r

b r= sina

s

verso: regoladellamanodestra

ἛἜ

ἐ
Ἑ
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Forza concentrata ἐ

Momento di una forza rispetto ad un polo ╞, Ἑ╞

ί: rettaŘΩŀȊƛƻƴŜ
ὖ: puntodi applicazione
ἐȟὊ: moduloo intensità Ὂ

Dimensionifisiche Ὂ, unità di misuraN

╟ȟἐ

Ἑ ἛἜ ἐ moduloo intensità: Ἑ╞ȟὓ Ὂὰ

Ἑ╞ ἐἛἜÓÉÎ Ὂὦ

F

P

s

F

P

s

O

 ŬŬ
b

Braccio: distanzafra la retta ŘΩŀȊƛƻƴŜdi
ἐe il poloὕ

ὦ ἛἜÓÉÎ

Dimensionifisiche Ὂὰ, unità di misuraNm
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Osservazioni

╞▼▼▄►○╪◑░▫▪▄:

Seil punto di applicazioneὖsi spostasulla
retta ŘΩŀȊƛƻƴŜί, il momento della forzaἐ
rispettoal poloOnoncambia

הּ Ὂὦ

Ἑ ἛἜ ἐ

Ἑ╞ ἐἛἜÓÉÎ Ὂὦ

Momento di una forza 

F

P

s

O

 ŬŬ
b

MO

F

O

P ®

r

b r= sina

s

+

+Fb -Fb

F
P

s

O

P1

F

F
P

s

O Ἑ

╞▼▼▄►○╪◑░▫▪▄:

Sela rettaŘΩŀȊƛƻƴŜὶdella forzapassaper il
polo ὕ il momento rispetto al polo O è
nullo
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Siassumaun poloɱdistintodaὕ:
cherelazioneŎΩŝfraἙ eἙ ?

Ἑ ἛἜ ἐἙ Ἔ ἐ

Ἑ Ἓ ἛἜ ἐ Ἓ ἐ ἛἜ ἐ

Ἔ Ἓ ╞Ἔ
Ἑ Ἑ Ἓ ἐ

Formula di trasporto del momento

╞▼▼▄►○╪◑░▫▪▄:

Se ἜȾȾἐ(cioè se ɱ si trova in una retta
parallela alla forza e passanteper O) allora
Ἔ ἐ e Ἑ Ἑ╞. I momenti di una

forza rispetto a punti che si trovano su una
retta parallelaalla suadirezionesonouguali

Momento di una forza: cambiamento del polo 

F

P

O

ɋ

P

O

ɋ

F
P
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ɋ
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Sistema di forze ◔: definizioni

RisultanteR
ἠȟὙ: moduloo intensità. Dimensionifisiche Ὂ, unità di misuraN

ῲȡὖȟἐ ȟὭ ρȟȣȟὔ

Momentorisultante╜╞
Ἑ╞ : moduloo intensità. Dimensionifisiche Ὂὒ, unità di misuraNm

ἠ ἐ ἐ Ễ ἐ╝ ἐ░

Ἑ ἛἜ ἐ Ễ ἛἜ╝ ἐ╝ ἛἜ░ ἐ░ Ἑ╞░

C

P1
P2

P3
P4

F1 F2

F3
F4

C

P1
P2

P3
P4

F1 F2

F3
F4

O
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Siassumaun poloɱdistintodaὕ: cherelazioneŎΩŝfraἙ eἙ ?

Ἑ Ἑ ░

Ἑ Ἑ Ἓ ἠ

Formula di trasporto del momento risultante

Osservazione
Seἠ (cioè nei sistemi a risultante nulla)
alloraἙ Ἑ╞ comunquesi scelganoɱeὕȡ
nei sistemi a risultante nulla il momento
risultantenondipendedal poloscelto

Momento risultante di un sistema: cambiamento del polo 

Ἑ Ἑ╞░ Ἑ Ἑ Ἓ ἐ
(Formula di trasporto del momento)

Ἑ Ἑ ░ Ἑ Ἓ ἐ Ἑ╞░ Ἓ ἐ░

C

P1
P2

P3
P4

F1 F2

F3
F4

O

ɋ
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Sistemi a risultante nulla: coppia di forze

Si definisce coppia di forze un sistema costituito da due forze (ἐ,ἐ) che hanno: stessa 
direzione, stesso modulo, versi opposti; risulta quindi:ἠ ἐ ἐ . 
tŜǊ ƭΩƻǎǎŜǊǾŀȊƛƻƴŜ ǇǊŜŎŜŘŜƴǘŜΥ il momento risultante di una coppia di forze non dipende dal polo 
scelto. 

הּ π

s

d

F

F

sª

s

F

F
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Sistemi a risultante nulla: coppia di forze

Si definisce coppia di forze un sistema costituito da due forze (ἐ,ἐ) che hanno: stessa 
direzione, stesso modulo, versi opposti; risulta quindi:ἠ ἐ ἐ . 
tŜǊ ƭΩƻǎǎŜǊǾŀȊƛƻƴŜ ǇǊŜŎŜŘŜƴǘŜΥ il momento risultante di una coppia di forze non dipende dal polo 
scelto. 

הּ ὓ ὊὨ

הּ ὊὨ

הּ ὊὨ

הּ π

s

d

F

F

sª
M Fd=

s

F

F +Fb -Fb
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Sistemi staticamente equivalenti

Due sistemi distinti di forze,ɜe ɜᴂ, si dicono staticamente equivalentise hanno lo stesso 
risultante e lo stesso momento risultante rispetto ad un polo ὕscelto arbitrariamente

Proprietà
Due sistemi staticamente
equivalenti hanno sempre lo
stesso momento risultante
rispetto ad un qualsiasi polo
comunquescelto

ῲȡὖȟἐ ȟὭ ρȟȣȟὔ ῲᴂȡὗȟἐᴂȟὮ ρȟȣȟὓ

ἠ ἐ░ ἠᴂ ἐᴂ▒Ἑ ἛἜ░ ἐ░ Ἑᴂ ἛἝ▒ ἐᴂ▒

ἠ ἠ
Ἑ Ἑᴂ

C

P1
P2

P3

P4

F1 F2

F3
F4

O

C

ῲ ῲᴂ
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Sistemi nulli o equivalenti a 0

Un sistema di forze si dice nullo o equivalente a 0 se ha nulli risultante e momento risultante 
rispetto ad un polo ὕscelto arbitrariamente

Proprietà
Il momento risultante di un sistema
equivalentea 0 è semprenullo, comunquesi
scelgail polo.

ῲΠȡὖȟἐ ȟὭ ρȟȣȟὔ ἠ
Ἑ

s

F

F
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Sistemi staticamente equilibrati

Due sistemi distinti di forze,ɜe ɜᴂ, si dicono staticamente equilibrati se hanno uguali e opposti 
risultante e momento risultante rispetto ad un polo ὕscelto arbitrariamente

Proprietà
Seɜe ɜᴂsono due sistemiequilibrati, allora il
sistemaɜ᷾ ɜᴂè un sistemanullo

ῲȡὖȟἐ ȟὭ ρȟȣȟὔ ῲᴂȡὗȟἐᴂȟὮ ρȟȣȟὓ

ἠ ἐ░ ἠᴂ ἐᴂ▒Ἑ ἛἜ░ ἐ░ Ἑᴂ ἛἝ▒ ἐᴂ▒

ἠ ἠ
Ἑ Ἑᴂ

ἠ ἠ
Ἑ Ἑᴂ

C

P1
P2

P3

P4

F1 F2

F3
F4

O
F=1

Q1

Q2

Q3

F=2

F=3
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Sistemi piani di forze

Un sistema di forze si dice pianose tutti i vettori forza sono paralleli ad uno stesso piano “. 
Rispetto ad un polo O scelto sul piano “, i vettori momento delle forze sono tutti paralleli e 
perpendicolari a “. 

Componenticartesiane
Sceltoun sistemacartesianoin cui il piano coordinatoὼώcoincidecon“, si ha per il
risultantee il vettorerisultante

ἠ Ὑἱ Ὑἲ

Ἑ ὓ ἳ

Coppiadi forzenel piano

Convenzioni

Ἑ ἳהּ

x

y

z

O

P1
F1 P2

F2
P3

F3

x

y

R

z

O

Rx

Ry

M O
X

Y
+

M

+

M

Rx

Ry
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Densità di forza

{ǇŜǎǎƻ ƭŜ ŦƻǊȊŜ ŜǎǘŜǊƴŜ ŀƎƛǎŎƻƴƻ ǎǳ ǳƴŀ ǇƻǊȊƛƻƴŜ Ŧƛƴƛǘŀ ŘŜƭ ŎƻǊǇƻ ƻ ǎǳ ƻƎƴƛ Ǉǳƴǘƻ ŘŜƭƭΩƛƴǘŜǊƻ 
corpo/sistema di corpi. Es: forza di gravità, pressione di un fluido su una parete etc. Per 
modellare questo tipo di azione si introduce il vettore densità di forza Ἢὖ

P

ȹF

ȹC
ȹC

P

 DF

ȹC
P

ὦ Ὂὒ
ὦ Ὂὒ ὦ Ὂὒ
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Densità di forza per unità di linea

 sO
Ds

DF

q(s)

l

q

ql

wl wl

a

l

q

wql

~l±l
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Definizioni. Gli elementi strutturali devono essere collegati fra di loro e con gli elemntifissi 

esterni alla struttura (suolo). I dispositivi di connessione che realizzano ciò sono detti vincoli. I 

vincoli che collegano gli elementi strutturali con il suolo sono detti esterni, i vincoli che 

collegano due elementi della stessa struttura sono detti interni .

Modello dei vincoli. I vincoli sono modellati assimilandoli a dispositivi ideali che 

presentano le seguenti caratteristiche: sono puntiformi, lisci (privi di attrito) e bilaterali. Si 

ammetterà inoltre valida lôipotesi dei piccoli spostamenti.

Prestazioni statiche.Dal punto di vista statico i vincoli sono in grado di erogare delle forze 

e/o coppie di forze nei punti dei corpi cui sono applicati (Postulato di Kirchhoff); si tratta di 

forze esterne reattive chiamate anche reazioni vincolari.
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Molteplicità statica □. Analiticamente le prescrizioni statiche dei vincoli si traducono in 

forze concentrate e/o coppie: si definisce molteplicità statica del vincolo il numero m di 

componenti scalari indipendenti delle reazioni vincolari che il vincolo è in grado di erogare. 

Come si vedrà moltiplicità statica e cinematica άcoincidono.

Tipologie ideali di vincolo.In base al tipo di prescrizioni statiche e alla molteplicità άsi 

possono distinguere le stesse tipologie di vincolo (esterni o interni) viste in cinematica, ad 

esempio: 

Å Pendolo o biella, ά ρ(vincolo semplice)

Å Carrello, ά ρ(vincolo semplice)

Å Cerniera, ά ς(vincolo doppio)

Å Glifo o doppio pendolo, ά ς(vincolo doppio)

Å Incastro, ά σ(vincolo triplo)
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2. Statica del corpo rigido: i vincoli

Vincoli esterni

Vincoli interni fra due corpi

Un vincoloesternoapplicatoin un punto
ὃ del corpo può imporre una forza
concentrataἠ nel punto ὃ in cui è
applicatoe unacoppiadi forzeἙ

Nelpiano:

Un vincolointerno applicatoin un punto
ὃḳὃ ḳὃ di due corpi può imporre
forzee/o coppieinὃ e forzee/o coppie
uguali e opposte in ὃ (principio di
azionee reazione)

ὃḳὃ ḳὃ

ἠ ὢἱ ὢἲ Ἑ הּ ἳ

Reazionivincolariscalari:

ὢȟὣȟּה
(Il pedice ὃindica il punto in cui è applicato il vincolo)

A

x

y

RA

mA

x

y

mA

YA

XA

X

Y
+

M

A

2

A1

A2

2

1

1

RA

RA

mA

mA



2. Statica del corpo rigido: i vincoli

Vincoli esterni

Vincoli interni fra due corpi

Un vincoloesternoapplicatoin un punto
ὃ del corpo può imporre una forza
concentrataἠ nel punto ὃ in cui è
applicatoe unacoppiadi forzeἙ

Nelpiano:

Un vincolointerno applicatoin un punto
ὃḳὃ ḳὃ di due corpi può imporre
forzee/o coppieinὃ e forzee/o coppie
uguali e opposte in ὃ (principio di
azionee reazione)

ὃḳὃ ḳὃ

ἠ ὢἱ ὢἲ Ἑ הּ ἳ

Reazionivincolariscalari:

ὢȟὣȟּה
(Il pedice ὃindica il punto in cui è applicato il vincolo)

A

x

y

RA

mA

x

y

mA

YA

XA

X

Y
+

M

1

2
A2

A1
1

2
A RA

mA

RA

mA



2. Statica del corpo rigido: i vincoli

Carrello esterno
Può erogare in ὃuna forza di modulo e verso 

qualsiasi, ma parallela allôasse ὶ

ἠ═ ἶ═
הּ π

ό π
ὺ π
— π

ά ρ

ὢ π
ὣ π
הּ π

ά ρ

Prestazioni statiche Prestazioni cinematiche

ὢ ό+ ὣὺ+ ּה — π

YA

A

Reazioni vincolari 

indipendenti: 1

X

Y
+

M



2. Statica del corpo rigido: i vincoli

Carrello esterno
Può erogare in ὃuna forza di modulo e verso 

qualsiasi, ma parallela allôasse ὶ

ό π
ὺ π
— π

ά ρ

ὢ π
ὣ π
הּ π

ά ρ

Prestazioni statiche Prestazioni cinematiche

ὢ ό+ ὣὺ+ ּה — π

ἠ═ ἶ═
הּ π

XA

A

X

Y
+

M



2. Statica del corpo rigido: i vincoli

Carrello esterno
Può erogare in ὃuna forza di modulo e verso 

qualsiasi, ma parallela allôasse ὶ

ὢ π
ὣ π
הּ π

ά ρ

Carrello interno

ἠ═ ἶ═
הּ π

Prestazioni statiche

YA

A

Reazioni vincolari 

indipendenti: 1

X

Y
+

M

1

2
A2

A1

YA

YA

Reazioni vincolari 

indipendenti: 1

ὢ π
ὣ π
הּ π

ά ρ

Prestazioni statiche



2. Statica del corpo rigido: i vincoli

Cerniera esterna
Può erogare in ὃuna forza di modulo, verso e 

direzione qualsiasi

ὢ π
ὣ π
הּ π

ά ς

Prestazioni statiche

Cerniera interna

ἠ═
הּ π

YA

A

XA

Reazioni vincolari 

indipendenti: 2

A

RA

1

2
A2

A1

YA

YA

XA

XA

Reazioni vincolari 

indipendenti: 2

ὢ π
ὣ π
הּ π

ά ς

Prestazioni statiche

X

Y
+

M



2. Statica del corpo rigido: i vincoli

Glifo o doppio pendolo esterno

ὢ π
ὣ π
הּ π

ά ς

Prestazioni statiche

Glifo o doppio pendolo interno

Può erogare in ὃuna coppia e una forza di 

modulo e verso qualsiasi, ma parallela allôasse ὶ

ἠ═ ἶ═
הּ π

YA

A
mA

Reazioni vincolari 

indipendenti: 2

X

Y
+

M

1

2
A2

A1

YA

YA

mA

mA

Reazioni vincolari 

indipendenti: 2

ὢ π
ὣ π
הּ π

ά ς

Prestazioni statiche



2. Statica del corpo rigido: i vincoli

Incastro esterno
Può erogare in ὃuna forza di modulo, verso e 

direzione qualsiasi

ἠ═
הּ π

ὢ π
ὣ π
הּ π

ά σ

Prestazioni statiche

Incastro interno (vincolo di continuità)

mA

YA

XA

Reazioni vincolari 

indipendenti: 3

A

RA

mA

ὢ π
ὣ π
הּ π

ά σ

Prestazioni staticheReazioni vincolari 

indipendenti: 3

1

2
A2

A1

YA

YA

XA

XA

mA

mA



2. Statica del corpo rigido: i vincoli

Vincoli interni che connettono più di due corpi

Rappresentazione grafica

ά ὲ ὲ-1)

Molteplicità

ά ςτ-1)=6

Cerniera che collega 
due travi alle estremità

Cerniera che collega 
due travi non alle estremità

Cerniera che collega 
tre travi alle estremità

ά ς
ά ς ά τ



2. Statica del corpo rigido: equazioni cardinali

Paolo Casini,   Dipartimento di IngegneriaStrutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 3

Equazioni cardinali della statica (▪╒

Condizione necessaria e sufficiente affinché un corpo rigido sia in equilibrio sotto assegnate 
forze esterne attive e reattive è che il sistema di tali forze esterne sia nullo (cioè sia nullo il 
risultante e il momento risultante rispetto ad un polo O scelto arbitrariamente)  

ῲ : forze esterne (ἠȟἙ )

ἠ
Ἑ

Equazioni cardinali della statica
(forma vettoriale)

ῲ : forze esterne attive (ἠ╪ȟἙ ) ῲ : forze esterne reattive (ἠ○ȟἙ )

ῲ ῲ ᷾ῲ ᵼ
ἠ╪ ἠ○

Ἑ Ἑ
Equazioni cardinali della statica
(forma vettoriale)

C
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2. Statica del corpo rigido: equazioni cardinali

Paolo Casini,   Dipartimento di IngegneriaStrutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 3

F F

ὅ
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2. Statica del corpo rigido: equazioni cardinali

Paolo Casini,   Dipartimento di IngegneriaStrutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 3

Osservazione

Se il corpo è deformabile la condizione che il sistema delle forze esterne sia nullo in genere è 
necessaria ma non sufficiente ǇŜǊ ƭΩŜǉǳƛƭƛōǊƛƻ ŘŜƭ ŎƻǊǇƻ

F F

ὅ
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2. Statica del corpo rigido: equazioni cardinali

Equazioni cardinali della statica (▪╒

Equazioni cardinali della statica
(forma scalare)

ἠ○ ὢἱ ὣἲ Ἑ יִ ἳἠ╪ ὢἱ ὣἲ Ἑ יִ ἳ

ἠ╪ ἠ○

Ἑ Ἑ

ὢ ὢ π
ὣ ὣ π
יִ יִ π

x

y

R

z

O

X

Y

M O



2. Statica del corpo rigido: equazioni cardinali

Paolo Casini,   Dipartimento di IngegneriaStrutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 3

Equazioni cardinali della statica (▪╒

Condizione necessaria e sufficiente affinché un sistema di ὲ corpi rigidi sia in equilibrio sotto 
assegnate forze esterne attive e reattive è che il sistema delle forze esterne agenti su ciascun 
corpo sia nullo

╡
Ἑ

Ὥ ρȟȣȟὲ
Equazioni cardinali della statica
(forma vettoriale)

Equazioni cardinali della statica
(forma scalare)

ὢ ὢ π

ὣ ὣ π

יִ יִ π

Ὥ ρȟȣȟὲ
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